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RESUM E

Il existe une corresppndanceenre lesrepresenations d'un carquoisde type A; D
ou E et l'algebre ervelopparte quantique U assaiee a ce carquois sur Z[v;v 1], voir
(Ringel, 1990).

commedespoints d'un espacevectoriel E4 muni d'une action d'un groupe algebrique Gq

tels que deux points sort dansla mémeorbite si et seulemen si lesrepreseriations cor-

respondartes sort isomorphes. Par le theoreme de Gabriel, les classesd'isomorphismes
desrepresenations sort en bijection aveclesc 2 N , ou estle nombre de racines
positives. On note O la Gq-orbite qui estla classecorrespondante a c. Sonadherence
O, pour la topologie de Zariski est appelee variete de carquois L'etude de cesvarietes
est le sujet de cette these. Il existe un ordre partiel sur N deni par c® ¢ siet
seulemen si les represenations dans O et Oco ont la mémedimensionet Oco  Oc.

D'autre part, la base canonique donnee par Lusztig de l'algebre envelopparte
quartique est de nie a partir d'une basefE{gcon de type Poincare-Birkho -Witt
(Lusztig, 1990a) et la corresppndance mertionnee ci-dessusassaie a E° la Gq-orbite
Oc. Il existe une involution () de l'algebre envelopparte quartique qui xe chaque
elemert de la basecanoniqueet dont Iimage EF d'un elemert Ef de la basede type
PBW est donne par une somme

X
EC= " 15%E’ 1)

avec! S 2 Z[v;v 1] . Lespolynomes! %’ c® ¢% ¢ determinert completemert la
cohomologied'intersection locale de O.. La formule (1) est certrale dans la theorie.
Elle decrit le lien ertre la base canonique, la base de type PBW et la topologie des

varietes de carquois.

Dans le troisieme chapitre, nous etablissonsune formule recursive pour les po-
lyndbmes! & dans le cas A. Pour y parvenir nous utilisons ertre autre des resultats
non-publies de R.Bedard que nous presettons dans le chapitre Il. Le chapitre | quant
a lui contient desrappels sur les objets mathematiques que nous etudions par la suite
ainsi que leur de nition. Nous presertons dansle quatrieme chapitre deux applications
geonetriques de notre formule recursive pour ! %: D'une part, nous prouvonsle resultat
interessaih qu'une variete de carquois de type A est lisse si et seulemen si elle est
rationnellemert lisseet nousdressonda liste complete de cesvarietes (rationnellement)
lisses. D'autre part, nous donnonsla liste complete desvarietes de carquoisde type A



Vii

qui sort projectivemert rationnellemert lisses,c'est-a-dire dont la projectivisation est
rationnellemert lisse.

Cette recherche estinteressate de plusieurs points de vue. Les algebresenvelop-
pantes quantiques sort en soi un sujet fort interessah Elles sort desexemplesimpor-
tants d'algebres non-comrmutativ es. De plus, elles ont des applications dans plusieurs
branchesdesscienceshotamment en physique theorique, dansla theorie desnoeudset
desrepresenations desalgebres.

Les varietes de carquois forment une classetr esriche de varietes algebriques af-
nes. Elles ressenblent en plusieurs aspects aux varietes de Schubert, des varietes
algebriquesprojectivesqui ont ete le sujet de nombreusesetudeset qui sort aujourd'hui
parmi lesvarietesles mieux comprises. La cohomologied'intersection est un desoutils-
cles dans I'etude des varietes de Schubert et la notion de lissite rationnelle y est une
approximation utile de la notion de lissite.

Mots cles: algebre envelopparte quantiqgue (groupe quantique), theorie desrepre-
sentations de carquois, variete de carquois, cohomologied'intersection.



INTR ODUCTION

Cette recherche porte sur la geonetrie desvarietesde carquoisdetype A et enparticulier

sur la question de savoir quand est-cequ'une telle variete estrationnellement lisse. Pour
pouvoir donnerunereponsea cette question, il faut etudier la cohomologied'intersection
locale de la variete ce qui revient au calcul de certains polyndbmesqui apparaissem dans

un changemen de basesdans l'algebre ervelopparte quartigue ass&iee au carquois.

Ce documen est divise en quatre chapitres; le premier sert a introduire les objets
mathematiquessur lesquelsnousallonstravailler, dansle deuxieme,nouspreseions des
resultats non-publiesde R.Bedard sur desproprietesde I'algebre ervelopparte quantique
et dansles chapitres 111 et IV, nous preserions lesresultats de notre propre recherche.
Il s'agit la d'une part, dansle chapitre 111, d'une formule recursive pour les polynbmes
mentionnesci-dessuset d'autre part, dansle chapitre 1V, desapplication geonetriques
de cette formule qui nous permettent ertre autres de fournir une reponsecomplete a la
gquestion formulee ci-dessus,a savoir quand est-cequ'une variete de carquoisde type A

est rationnellemert lisse et projectivemert rationnellemert lisse.



CHAPITRE |

NOT ATIONS ET RAPPELS

Dans ce chapitre, nous intro duisons les objets mathematiques que nous allons etudier
dans les chapitres posterieures, nous xons les notations et nous expliquons plusieurs

resultats qui ont ete obtenus par d'autres personnes.

1.1 L'alg ebre enveloppante quantique U

Soiert v une indeterminee et U ['algebre envelopparte quarntique de Drinfeld-Jim bo
sur le corps Q(v) desfonctions rationnelles correspondante a l'algebre de Lie complexe

simplesly+1 (C). U estunealgebresur Q(v) donneepar lesgererateurs: E;; Fi; Ki; K; !

(3 i n)etlesrelations:
(r.1) KiK; '= K; '’Ki = 1, KiK; = KjK;;
8
%VzEjKi; sii=j;
(r-2) KiEj = v B sl =
E; Ki; siji jj> 1.
8
EVZFjKi; sii=j;
(r.3) KiFj=§vFjKi; siji jj=1;
Fi Ki; siji jj> 1.
( .
K. K.! 1, sii=j;
(I’.4) EiFj FjEi = ij( ! ! ) ou j =

(v v 0, sii6j.



(

E2E; (v+v YEEEi+ EjEZ=0; siji jj=1;

r-5) EiE; E;Ei=0 siji jj> 1.

( F2F  (v+v HYFFF + FF2=0 siji jj=1;

(r6) FFf FF=0 siji jj> 1.
Soit U* la Q(v)-sous-algbre engendeepar lesg; (1 i n). Soit():U! U

l'involution de Q-algebresde nie par
Ei 7' Ei; F7'F;, Ki7!'K, 1 pourtout1 i n et v7'v L

Noter queU* = U™,

(; ) surQ par 8
3 2, sii=j;

(s j)= 5 Losiji jj=1

C0 siji jj> L
SoitR=f 2Qj(; )= 29 R estunsystmede racinesdetypeA, dont I'ensenble
desracinessimplesestf 1; ;:::; ng. SoitR* =f 2Rj = Pj G j avecg 2 Ng
le sous-ensernle desracinespositives. Dans notre cas,nousavonsR = f ( g+ a41 +
i+ ) jl a b ngetRT =f( a4+ a1 +:iii+ pjl a b ng Le

, P i . ,
support de la racine = ;¢ j estpar deniton f1 j njc 6 Ogetnousle

i.e. Supp( )=faja+ 1;:::;bgavecl a b n.

Chaque 2 R denit unereexions : Q! Q, z7'z (z; ) . Par la suite,
nous ecrirons s; au lieu de s ;. Soit W le groupe de Weyl de R. W est le sous-
groupe de Aut( Q) engende par lesreexions sj (1 i n) et W estisomorphe au

groupe symetrigue Sp+1. Soiert “(w) la longueur de w par rapport aux generateurs

que (Wg) = =n(n+ 1)=2=#(R").

Lusztig a de ni une action du groupe destressessur U (Lusztig, 1990a)et il I'a utilisee
pour de nir une basede type PBW (Poincare, Birkho, Witt) de U*. Nous rappelons

maintenant cesde nitions.



Pouri 2 fl;:::;ng, soit T; : U I U l'automorphisme de Q(v)-algebresde ni par
Ei 7' K, 'R, Fi 7! EiK;, Ki 7' K 1,
Ej 7' Ej, Fi 7' F, Kj 7' Kj, siji jji> 1,

E; 7! (EjEi v 'EiEj), F 7' (FiF; VFF), K; 7'KiK;, siji jj=1.
Nous avons TiTjTi = TjTiTj siji jj= 1etTT =TT siji jj> 1. Ceci
nous donne une action du groupe destresses. De plus nous avons Ti(E;) = T; YE;) si
jioji=t

Etant donne desertiers M;N 0, de nissons

W
N]l = % 2 Zv:iv 1
h=1
M+N  [M+N] o
N = g 2 AV
et Ei(N) = [EN—'I\I]I pourl i n:

Notons par U (respectivemert U*) la Z[v;v 1]-sous-algbrede U (respectivemert U *)

engende par leselemerts Ei(N), Fi(N), Ki etK, ! (respectivemert Ei(N)) pourl i n,
N O.
Soit | l'ensenble des suitesi = (i1;ip;:::;i ) d'elemerts de f1;2;:::;ng telles que

Si,Si, :::Si estune expressionreduite de wg. Chaquei 2 | donnelieu a un ordre total

_ X
a (i;t) = dv «:
t=1 k=1

EIC - El(lcl) Til E|(2CZ) TilTiz E|(§3) e T-I T-I Ti( Y Ei(C)



Prop osition 1.1.1 Soiti 2 |. Alors B; = fEf jc 2 N g estune Q(v)-basede U ™.
On dit queB; estune base de type PBW.

Preuve. (Lusztig, 1990b,sect. 1.8 et 1.13)

Nous rappelons maintenant la construction de Lusztig de la basecanoniquede U * .

Theoreme 1.1.2 Soienti 2| etL; le Z[v !]-sous-malule de U* engende par B;.

1. L; estindependantdei. Par la suite, nous ecrirons L au lieu de L;.

2. (B;) estune Z-basede L=v L qui estindependantedei. lci :L! L=v L

est la projection canonique. Nous ecrirons B plutdt que (Bj).

3. La restriction de  : L ! L=v L denit un isomorphisme de Z-modules ©:
L\ LC! L=v L ouL estlimage deL par (). En particulier, B = ©° 1(B) est
une Z-basedeL \ L.

4. B estune Z[v !]-basedeL et une Q(v)-basede U*. B estappele la base cano-

nique de U™

5. ChaqueelementdeB est xepar ():U* ! U*.

Preuve. (Lusztig, 1990a)

Pour certains elemerts i 2 |, dits adaptes au carquois Lusztig a donne une descrip-
tion geonmetrique desentreesde la matrice de transition entre les basesB et Bj. Nous
decrirons ceselemerns de | et l'interpretation geometrique de cesertreesdans les sec-

tions suivantes.



1.2 Les modules de carquois

Rappelonsque I'ensenble dessommetsdu graphe de Dynkin ~ du systeme de racines
R estl'ensenble f1;::::ng et que fi; j g forme une aréte si et seulemen si ji jj= 1.

Donc estle graphe:

1 — 2 — — (n 1) —n

Soit Q = (Q% Q%) un carquois dont le graphe sous-jacen est le graphe de Dynkin

de R, i.e. pour chaque aréte fi;jg de nous xons une orientation. (Nous utilisons
la notation G° pour I'ensenble des sommetsdu carquois G et G! pour I'ensenble des
edies.) Un sommeti estun puits (respectivemert une source)de Q s'il n'y a pasde
edei! j (respectivemert i j) dansQ. Pouri 2 QO soit Q. (i) (respectivemert

Q (i)) le sous-carquoiscomplet de Q forme de tous les sommetsh 2 Q° pour lesquels
il existe un chemin oriente dans Q de h jusqu'a i (respectivemert dei jusqu'a h), et

soit Qi (i) (respectivement Q (i)) le sous-carquoiscomplet maximal de Q contenart i

et n'ayant quedes ediesh! k (respectivemert h k) avech < k.

I2 estun puits du carquoisQz = s;, (Q) obtenu de Q enrenversart I'orientation de toutes
les edhesqui ont i1 commebut, et iy estun puits du carquoisQy = s;, ,(Qx 1) obtenu
de Qx 1 enrenversart l'orientation de toutes les edesqui ont iy 1 commebut, avec
2 Kk

Prop osition 1.2.1 1. Il existei 2 1 qui estadape a Q:

2. Un elementi de | peut tre adapt a au plus un carquois.

3. Sii= (ig;ip;:ii;1 ) 21 estadapte au carquoisQ etj 2 f1;2;:::;ngestde ni par
wo( i,) = j alors i9= (io;is;:::;i ;j) estun elementde | adapie au carquois
Sil(Q)'

Preuve. (Lusztig, 1990a,sect. 4.12{ 4.15)



Soit F un corps. Un module (ou represettation) V = (V;;fj) de Q estune collection
de n F-espacesvectorielsV; (1 i n) dedimension nie, et de (n 1) applications
F-lineairesfjj : V! V, (i! j2 Q%). Un morphisme du module V = (Vi;fij ) versle
module V°= (V\%f?) estune famille d'applications F-lineairesg; : Vi ! V%1 i n
tellesquefiJo g =g fj pourchaquei! j 2 Q. Cesmoduleset morphismesforment
une categorie abelienne Mod(Q). Pour un module V de Q, notons par [V ] sa classe

d'isomorphisme dans Mod(Q).

La dimensiondu module V = (V;;fjj) estle n-tuple

Si i est une source (respectivemert un puits) de Q, soit Mod (Q;i) (respectivemert
Mod* (Q;i)) la sous-caegorie complete de Mod(Q) dont les objets sort les modules
V = (Vh;fhno) telsque i :Vi! ;V, estinjectif (respectivemert fji: V! V
estsurjectif) et nousde nissonsle foncteur dere exion ; : Mod(Q)! Mod" (si(Q);i)
(respectivemert [ :Mod(Q)! Mod (si(Q);i)) commesuit: Un objet V = (Vh;fhpho)
de Mod(Q) est envoye sur l'objet V2= (V%f9 ) de Mod* (si(Q);i) (respectivemert
Mod (si(Q);i)) ou
Gy ifhei:
W= . .
Coker( jfj V! iVj), ifh=1i,
Ve ifhe i
respectivemert V0= _ _
ker( jfji: V! Vi), ifh=1i.

et les f 3,0 sort les applications evidertes. Sur les morphismes, ; et [ sort les

foncteurs eviderts.

+

On sait que la restriction de | ala sous-caegorie Mod™ (Q;i) de nit une equivalence

de
Mod" (Q;i) = Mod (si(Q);i)

dont I'in verseestdonne par la restriction de aMod (si(Q);i). Deplus, siun module

V dans Mod* (Q;i) correspond sous | a V°dans Mod (si(Q);i), alors dim(V) =



d +d) o+ i+ d p=si(dp 1+ dy o+ i+ dy )

On dit qu'un module V de Q est indecomposablesi V ne peut &tre ecrit comme la

sommedirecte de sous-malules propres de Q.

Pour k 2 f1;2;:::;ng, soit P(k) le module suivant de Q: P(k); est I'espacevectoriel
sur F ayant comme basel'ensenble descheminsk = kg ! ky ! ky! ' Km =i
de k jusqu'a i dans Q et pour chaquei ! j 2 Q1, soit fj:P(k); ! P(k)j l'unique
application F-lineaire qui ervoie I'elemert de la basek = kg ! ki ! ky! !

Km = isurk=Kkg! ki! k! ' km =i ! j. Il estfacilede montrer que

P(k) = (P(Kk)i; (fjj)ir j)) estun module indecomposable projectif de Q et que chaque

analogue,pour k 2 f1;2;:::;ng, soit I (k) le module suivant de Q: 1(k); est lI'espace
vectoriel sur F ayant comme basel'ensenble descheminsi = kg! ki ! ky! !

km = k dei jusqu'ak dansQ et pour chaquei ! j 2 Q! tel quel(k); 6 Oetl(k); & O,
soit fj :1(k)i ! 1(k); l'unique application F-lineaire qui ervoie I'elemernt de la base
i=ko! j=kyi! k! ' km=ksurj=ky! k! ' km = k. Il estfacile

de montrer que I (k) = (1(Kk)i; (fjj )it j)) estun module indecomposableinjectif de Q et

Th eoreme 1.2.2 Soit Q un carquoiseti 2 | adapke a Q.

1. Pour tout 2 R*, il y a un unique module indecomposable (a isomorphisme
pres), note e 2 Mod(Q), tel quedim(e ) = (di;:::;dp) et = P Lodoi;
chaguemodule indecomposable est isomorphea e pour un unique 2 R*. Si

= (i;k) = si;si, sy ,(q,) alorse =, (e) ou e estle
module simple (V;;fjj) dans Mod(Qk) deni par Vi, = F; V; = O pour j & iy
et fj = O pour toute echei ! j 2 Q. Ceci estle theoreme de Gabriel.
En particulier, la classi cation desmodulesindecmmposablesest independante du

corps de hase.



2. 1l y a une bijection ¢ = (c1;¢p;:::;¢ ) 7! [e(c)] entre N et I'ensembledesclasses
d'isomorphisme de modules de Q, ou e(c) = ;G € (). Dans ce cas, nous

P .
avons dim(e(c)) = (dg;:::;dy), ou ;¢ (i;t) = ;.;d , i.e. cestde

i-homageneite d.

3.Si = 4+ ga1+:::+ 1 a b n,alorse estisomorpheau module
(Vi; fj) ave
( F;: sia 1 b ( Ide; sia i) b
V= et8i! j2QY fy = _
0; sinon; 0 sinon.

Preuve. (Lusztig, 1990a,sect. 4.12{ 4.15)

Soit i adapte au carquoisQ. Soiert S I'ensenble dessuitesexactescourtesnon-scindees
de modulesde Q et Syp, I'ensenble dessuitesde S dont les extremitessort desmodules

indecomposables.Donc si 2 Sy, alorsil existesy; s, 2 f1,2;:::; gtels que
0! es; ! VI es; ! O

Un elemert  de Syp est appele operation elementaire et nous notons op le vecteur

si et estun facteur direct de V

8
§ 1 si t=sis,
op[=E

1
0 autremen:
Pourtout c2 N soit Spp(c) = f 2 Sepjc+op 2N g

Pour chaque suite exactenon-scinkece : 0! U! V! W ! 0, nousde nissonsles

suites homologiquesassa@ieesHom-Ext (X; ) et Hom-Ext ( ;X) par

Hom-Ext (X;) : 0! Hom(X;U)! Hom(X;V)! Hom(X;W)!
I Ext(X;U)! Ext(X;V)! Ext(X;W)! 0
Hom-Ext( ;X) : 0! Hom(W;X)! Hom(V;X)! Hom(U;X)!
I Ext(W;X)! Ext(V;X)! Ext(U;X)! O
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Noter que Ext 2( ; ) est toujours nul car l'algebre deschemins dans Q est hereditaire.

Ainsi cessuites sort exactes.

Posons[V ; V9, = dimg Homg(V;V 9 et [V;V(](lg = dimg Extg(V; V9. Nous ecrirons
souert [V ;V 9 (respectivemert [V ;V 9") au lieu de [V ; V9, (respectivemert [V ;V 95)
si le choix du carquois Q est clair. Noter que Homg (V V9 estle F-espacevectoriel
desmorphismesg:V | V%dansMod(Q) et Exta(v;vcb est le F -espacevectoriel des
extensionsO! V%! E! V! 0dansMod(Q). Nousetendons[ ; loet[ ; 1§
par linearite a tout le groupe de Grothendiek (le groupe abelien libre ayant comme
base les classesd'isomorphisme des modules indecompsablesdans Mod(Q)) et nous

de nissons la forme bilineaire’ (; ) surZ par' (a;b) = [e(a);e(b)]o [e(b);e(a)]é,

poura;b 2 Z :
Lemme 1.2.3 Soiti = (i1;io;:::;i )2 | adapie au carquois Q eti®%= (ioiz;:::;i ;)
2 | adape au carquois si,(Q) = Q%ou j estdeni par wo( i,) = j. Soit e

(respctivement €%) un module indecmposablede Q (respectivement Q9 de dimension
2 R".
h i
1. Si e (i:n)1 € (ik) Q 6 Opour 1 h; k ,alorsh k.

h [

2. Eour 1< h<Kk , NOUS avons € (i:p); € (i:k) o 6 0 si et seulementsi

i
o 170K 1) 080
h iy
3. Pour 1 < h < k , NOUS avons € (j;k); € (i:h) o 6 0 si et seulementsi
h iy
ok 17 %en 1) Qo6 0.

Preuve. 1. estmontre dans (Lusztig, 1990a,sect. 4.12).

2. Comme h;k > 1, nousavons (i;h) 6 i, et (i;k) 6 i, et par conequer, les
modules indecomposablese () et e (i) sort dans Mod* (Q;i1). Comme h; k ,
nous avons (i%h 1) 6 , et (i 1) 6 , et par consquen, les modules

indecompsablese® jo;, 4 et €°;o) ;) Sort dansMod (Q%i1). Dans (Lusztig, 1990a),
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il est montre que i"l(e (i:h)) €st isomorphe a eo(io;h 1 €t que i"l(e (ix)) est iso-
morphe a eo(io;k y Sihik > 1. Comme j estune equivalence de Mod™ (Q;i1) =
Mod (si,(Q);i1), nous pouvons conclure que Homg (e (i:ny; € (ix)) & O si et seulemen

si Homqo(€® o, 1)1€% oy 1)) 6 O. Cecimontre 2.

3. Notons d'abord que si les modules V et V°%de Q sort dans Mod* (Q;i;) et 0!

vOl E ! V I 0 estune suite exacte courte dans Mod(Q), alors E est aussidans
Mod* (Q;i1). Ceci peut &tre montre ou bien en utilisant la de nition de Mod* (Q;i1)
ou bien en utilisant le fait qu'un module M appartient a Mod™ (Q;i1) si et seulemen
si Homg(M ;e ; ) = O et en appliquant le foncteur Homg( ;e ; ) a la suite exacte

0! vO1 E! V! 0pour montrer que Homg(E;e ; ) = O.

De facon similaire, on montre que si les modulesV, V °de Q°sort dans Mod (Q%i4)
et0! VOr EOI VvV I 0 estune suite courte exacte dans Mod(QY, alors E° est
aussi dans Mod (Q%i1). Ceci est montre en utilisant le fait qu'un module M ap-
partient a Mod (Q%i1) si et seulemen si Homgo(e i,»M) = 0 et en appliquant le
foncteur Homgo(e ; ; ) ala suite exacte0 ! V°! E°! V I 0 pour montrer que

Homgqo(e , ;E9 = 0.

Or comme nous l'avons vu dans la preuve de 2., pour 1 < h < k , les modules
indecomposablese (i) et e (j) sort dans Mod* (Q;i1) et par consquen, si O !

eadn ! E! ek ! 0O estune suite exacte courte dans Mod(Q), alors E est
dans Mod* (Q;i1). En appliquant le foncteur de re exion i+1 a une telle suite exacte
et en utilisant le fait que i"l(e i:ny) (respectivemert i"l(e (ix))) estisomorphe au
module € o, ;) (respectivemert €° o, ;) deQ® nousobtenonsune suite exactecourte
0! €on 1! {(E)! €0y 5! 0dansMod(Q9. Ceciestuneconsquencefacile

du lemme du serpert. De plus, il est facile de voir que si la suite 0! e () ! E!

e ik ! O estscindee, alorsla suite 0! %o, 4y ! [ (E)! €0 4! Olest
aussi.

De facon similaire, si 1 < h < k , alors les modules indecom|cnsablese°(io;h 1)
et €0y 1) Sort dans Mod (QS%i1) et par consquert, si 0! €%, 5 ! E°!

%ok 1! Oestunesuite exactecourte dansMod(Q9, alors E®estdansMod (Q%i1).
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En appliquant le foncteur de re exion ; a une telle suite exacte et en utilisant le
fait que il(eo(io;h 1)) (respectivemert il(eo(io;k 1))) estisomorpheau module e (.
(respectivemert e (j)) de Q, nous obtenons une suite exacte courte 0 ! e () !
il(E() I e (i ! 0dansMod(Q). Ceciestune conequencedu lemme du serpent
aussi. De plus, il est facile de voir quessila suite 0! €%0, ;! E%! €%y 4! O

estscindee,alors le suite 0! e (i) ! il(Ecb e (! Olestaussi.

h i1
Si e (k)€ (i;h) o & 0, alorsil y a une suite exactenon-scinceeO! e () ! E!

e (ix)! 0demodulesde Q. En appliquant le foncteur de re exion i+1, nous obtenons
une suite exacte non-scindee 0 ! eo(io;h ! HL(E)! eo(io;k 1! 0. Elle estnon-

scindee, car sinon, en appliquant ; , nous aurions qur(]aO! e in ! E !i e ix! O
1
est scindee, ce quihcortredit notre hy;i)othese. Alors eo(io;k 1);eo(io;h D) oo 8 0. De

1
facon similaire, si eo(io;k 1);eo(io;h D) oo 6 0, alorsil y a une suite exacte non-scincee
0! €%p g ! E®! €%oy 5! 0 demodulesde Q% En appliquant le foncteur

de re exion nous obtenons une suite exacte non-scincee0! e iy ! i1(E(b !

i1’
e x) ' 0. Elle est non-scincee, car sinon, en appliquant i+1’

nous aurions que O !

0 0
b (% 1) ! Ei 1!

€ (i:k); € (i:h) o 6 0. Cecitermine la preuve.

eo(io;k 1 ! 0 estscindee, ce qui cortredit notre hypothese. Alors

M
Eq = Homg (F%; F9)
il j2Q1

et Gq = Qi”=1 GLg (F). Le groupe Gy agit sur Eq par
(9 )inj=(gfig i

Un elemert de E4 peut étre vu commeun module dans Mod(Q) de dimensiond. Deux
elemerts de E4 de nissent des modules isomorphessi et seulemenm s'ils sont dans la

meéme Gq-orbite. Par le theoreme 1.2.2, il existe une bijection ertre I'ensenble des -
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Pour le reste de cette section, soit F une cloture algebrique d'un corps ni Fq ayant

Il y aun ordre partiel sur N donneparc® c sicletc sort dela mémei-homogereite

et l'orbite Oco est cortenue dansl'adherencede Zariski O de O¢. Soit d(c) = dim(Oc).

Le theoreme suivant est demortr e dans (Bongartz, 1995).

Th eoreme 1.2.4 Soientc;c®2 N . Alors les quatre enonces suivants sont equivalents:

1.c% ¢
2. Il existeune serie d'operations elementaires 1; 2;:::;  telleque |2 Spp(c+
P P
liop )etc®+ L op i=c

3. [e ;e(c9] [e ;e(c)] pour tout module indemmposablee .

4. [e(cY;e ] [e(c);e ] pour tout module indecmposablee .

Denition 1.2.5 Soit ¢ 2 N . Une variete de carquois est I'adherence de Zariski O

d'une orbite Oc.

1.3 La cohomologie d'in tersection locale des varietes de carquois

Lesresultats de cette section sort demortr es dans (Lusztig, 1990a,chap. 9 { 10).

Soit F une cloture algebrique d'un corps ni Fq ayant g = p°® elemerts, ou p estun

nombre premier.

Prop osition 1.3.1 Soitc2 N dei-homayeneite d. Alors pour chaquec® c, il existe

1% 2 Z[v;v 1] tel que

Deplus! ¢ = 1 etpour tout ¢ ¢, S % vA© e ¢ estun elementde Z[v2;v 2.

Nous donneronsune formule recursive pour les &, dansla section 3.2.
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Th eoreme 1.3.2 Soitc2 N dei-homageneite d et soit E® l'unique elementde B tel

que (E°) = (Ef). Alors

P . .
LE = 0% ES’, ou c? parcourt I'ensembledes elementsde N qui sont de i-

homageneited, $=1let %2 v Z[v 1] pour c°6 c.

2. Sic%6 c, alors &%= 0.

3. Si () estlinvolution Z-lineaire de Z[v;v 1] qui envoiev sur v 1, alors

00 —f—
Cc — | C C .
co P g0 coo

<00
c0 c00 ¢

4. Soientc® ¢, f un point Fq-rationnel de l'orbite Oco dansEqy et HE la bre en
f du a-ieme faisceau de cohomolaie du complexe de cohomolaie d'intersection
de l'adherenee O, de O. avec coe cients dans Q- (prolonge par zero sur le
complement de I'adherence), ou = estun nombre premier 6 p, et avec la structure
Fq telle que I'application de Frokenius est l'identit e sur les br es de son O-ieme
faisceau de cohomolagie aux points rationnels de I'orbite O.. Alors

H?*1 =0 pourtouta et vi© d() ¢ = X dim(H?2) v
a

En particulier, v&(® d(%) ¢ estun polyndme en v2 aves coe cients dansN.

Denition 1.3.3 On dit que la variete de carquois O est rationnellemert lisse en
. P .
Oc O si pour tous c®tel quec® ¢ c nousavons ,dim(H22)v2 = 1 pour un
. . . . (0]
point Fq-rationnel f 2 Ocog, i.e. si Go= va(e*) d©) pour tous cPtel quec® ¢ c.
La variete de carquois O, est rationnellemert lissesi elle est rationnellement lisse en

chagueOco  Og, i.e. si &%= va(c) d© pour tout c® c.

1.4 Le carquois d'Auslander-Reiten

Nous donnons quelquesrappels sur le carquois d'Auslander-Reiten = ( 9; 1) de Q.
Pour plus de details sur cette theorie, nous referonsle lecteur a (Gabriel, 1980). Nous

ne traitons ici que le casAn.
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Soit F un corpsalgebriquemert clos. Les sommetsdu carquoisd'Auslander-Reiten sort
les classesd'isomorphisme de modules indecomposablesdu carquois Q sur F et pour
deux sommets[V];[W] 2 Oilyaune ehe[V]! [W]2 1sietseulemen sl
existe un morphisme irreductible V! W 2 Modg (Q): (Par de nition, un morphisme
f:V ! W deModg(Q) estirreductible sif n'est pasinversible et si pour toute paire
de morphismesg;h 2 Modg (Q) telle quef = hg, ou g est une section ou h est une

retraction.)

Par le theoreme de Gabriel, il y a une bijection ertre 9 et I'ensenble des racines
positivesf 1;:::; g et nous noterons chaque sommet[e ] 2 © simplemert par la
racine positive correspondarte. Nousn'aurons pasbesoinde determiner explicitemert

les morphismes irr eductibles de 1, nous nous cortenterons de leur existence. Soit

Le carquois d'Auslander-Reiten peut &tre calcule par une procedure combinatoire en
utilisant la dimensiondesmodulesindecomposablesprojectifs et la propriete d'additivit e

desdimensionspour les suites d'Auslander-Reiten (relations de maille).
; — 0. 1 ; ; . o def v faq..... 1 -
Soit NQ = (NQ";NQ") le carquois suivant: NQ” = N fl1;:::;ng et NQ* =

[i jeo:f(zD) ! (z));(z]) ! (z+ Li)jz2 Ng. Soit A(Q) le sous-carquoiscomplet

de N Q forme detous lessommets(z;i) telsquel z (n+ 1+ a;+ b)=2 ou, pour tout

deia(n+ 1 i) quipointent versi (respectivemert vers(n+ 1 i)).

Il 'y a un unique isomorphismede carquois : ! A(Q) tel que ( P[K]) = (1;Kk) pour

nous pouvons facilemert calculer en utilisant cet isomorphisme et lesrelations de

maille.

Soit Z le carquoisde translation assaie au diagramme de Dynkin  (Gabriel, 1980,
sect. 6.5, g. 13). Noter que ceciimpliqgue un choix d'indices sur les sommetsde .
Rappelonsquez %= 2z fl:::;ngetZ t=1(zi)! (zi+1)jz22Z;1 i<

ngl[ f(z;i)! (z+ L1 1)jz2 Z;1< i ng. On appelletranslation la fonction



16

Q 1 2 3 =~ 4 5 -~ 6
000001 000110 111000
G Gy %
000111 111110 011000
% G G
000100 111111 011110 001000
G Gy %
111100 011111 001110
G G G
110000 011100 001111 000010
S By Gy
10000 010000 001100 000011

Figure 1.1 Un carquois Q avec carquois d'Auslander-Reiten correspondart

:Z %1 7 0 (z;i)=(z 1;i). Il existeun plongemen unique de dansZ tel
que ( Py =(1;1)2z. Enparticulier ( PK)= (1 B;k) ou ) estle nombre de
edesdansle chemin non-oriernte de 1 a k qui pointent vers k. Dans I'exemple montre

. P , , ,
dansla gure 1.1 nousnotons la racine = [L; di ; simplemert par la dimension

. P ‘
Nousavons Pl =" o4 et '6l=

P

P . . ;
hZQE(i) h- Soit R! [l] tel que Rilll =

hooo (y h €t R [iJtel que R [1="",504 n LesP[il;i = 1:::n forment le
bord gaudhede et lesl|i] le bord droite. Tandis quelesR, [i] forment le bord en bas

etlesR [i] le bord enhaut de . La gure 1.2 montre un exemplede type Ag. Pour
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P[2] ty tg 1[5]

G G G

P[1] Ri [2] R [3] 1 [6]

Figure 1.2 Un carquois d'Auslander-Reiten de type Ag: P[1] = Ry [1 R [3] =
R[4 R [5] = Ry [6] = I[6] P[6] = R [6] R [4 = R [5JR [1] = R [2] =
R [3]= I[1]
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chaquei = 2;:::;n  1il y al'operation elementaire ; 2 Spp suivante:

i 0! erppp! erigp €r ! ep! O

Pour i; j; k 2 Q°, soiert R(i) = ftj1 t eti 2 Supp( Yg, R(i;j) = R(i)\ R()
et R(i;j; k) = R(@)\ R(j)\ R(K). Souwernt nous identierons R(i) (respectivemert
R(i;j);R(i; j; k)) avecl'ensenble desracinespositives ! avect 2 R(i) (respectivemert
R(i; j); R(i; j; k)). Ainsi, dansle carquoisd'Auslander-Reiten, R(i) \est" I'ensenble des

sommetsinclus dansle rectangle dont lescoinssort P[i];R: [i];I[il;R [i].

Soiert ; 2 R*, disonsque ( )= (x;i)et ( )= (y;j) avecx;y 2 Z eti;j 2

Prop osition 1.4.1 l.le;e]2f0lgetfe;e]=1ssix y x+i 1let

X+i y+j] x+n.
2. [e ;e *2f0;1gete ;e J* = 1ssix+1 y x+ietx+i+1 y+] x+n+l

3. Si[e ;e ]=0etle ;e '=1,i.e. soity=x+ietx+i+1 y+j<x+n+1lou
enoresoity+j = x+n+letx+1 y<x+i,alors + 2R" etil existeune
suite exactecourte 0! e ! e, ! e ! 0 quiestune basede Ext}?(e e ).

De plus
8

Ty x+iy) siy+j=x+n+l et x+1 y<x+i.

etsiO! e ! VI e ! 0 estune suite exactecourte non-scindee alors V est

isomorphea e . .

4. Sife ;e ]=letle ;e '=1,ie. x+1 y<x+ietx+i+1l y+j<x+n+l,
alors il existeune unique paire deracinespositivesdistinctes , Ctelleque + =
+ Oet qu'il existeune suite exactecourte 0! e ! e eo! e ! 0quiest
unebasedeExt(lz,(e e ). Deplus ( )= (y; x+i y)et( 9=(xy x+j)
etsi0O! e ! VI e ! 0 estune suite exactecourte non-scindee alors V est

isomorpheae e€o.
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c2 N estdei-homageneite d alors [P (k);e(c)] = d.

, , . , P
6. Soit c dei-homageneite d. Avec la notation ca = ;54 Ct, pour tout sous-ensemble

A defl;2;:::; g, nousavons
[e =i 1;€(C)] = Cr(iynr(ij) = di  Crgyy SHIl J; 1>]
et [er ;€(C)] = Creynr(ij) = A Cregy St ;1<

1.5 Les -partages

Denition 1.5.1 Soit uneracine positiveet () = (x; i) saposition dansle carquois

d'Auslander-Reiten. Soit un partage,i.e. = ( 1;:::; 1); 1 0, i2N; 1 2

| > 0: Noter quesi | = 0 alors = ; estle partage vide. Nous disonsque est
un -partagesi pourtouta?2 fl1;:::;lg; b2 fl;:::; a0, il existeune racine positive
tel que

1. le module indecomposablee n'est pas projectif et

2.(x b+Li+b a= ( ).

Exemple 1.5.2 Soit = '[Bl dansl'exempledela gure 1.2. Alors ( ) = (3;4).

Danscecas = (3;3;1) estun -partage. On ass@ie a son diagramme

= 20pt(3;2;3;32,41,5;3;42,51;6) = 20pt(ty;! [4ltets; 1 [3]I [2]I [1])

La forme du diagramme de est celle du diagramme de Ferrer ass@ie au partage
Chaque case du diagramme correspond a un sommet de © en placart l'origine du

diagrammea et en faisant une rotation anti-horaire de 3 =4 autour de

Parfois, on voit le -partage comme I'ensenble des sommets correspondarnt a son
diagrammef(x b+ Li+b a)jl a |;1 b 10. Ainsi, la notation 2

signie que correspond a un dessommetsdans le diagramme de :
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Pour le reste de cette section, xons i adapte au carquois Q et ecrivons ! au lieu de

(i;t) pour1 t . Alors i induit un ordre total 1< ?2<:::< sur lesracines
positivespar '= s;s;,:::si, ,( i,). Etant donneun "-partage = ( 1; 2;:::; 1),
nousde nissonssonpoids = ( 4;:::; )2 Z dela facon suivante:

8
2 f(x  ggi+ K1 k<let 6
s = 1si( 92, ( ki | ko KI( k6 «k+1)9
SR wi+ o D
2 f(x i+ K)jl k<let 6
.=+l osi( 92, ( .k+1, K+l | )] k6 k10
N R 1 B ) H C S T D [
0 ailleurs;
ou(x;iy=( ).
Soit =fsj ¢= 1g,et , =fsj ¢ = 1g. Notonspar ' lepoidsdu '-partage
vide = ;. Pardenition ‘' estlevecteurquivaut 1alar-iemeposition et 0 ailleurs.
Pourc2 N etl r soit ( r;c) I'ensenble des '-partagestels quec + 2N .

Les faits suivants sort des consquencesdirectes des de nitions et de la proposition

1.4.1: Soit un '-partage. Alors pour tous s;s°2  ;t;t°2 , nousavons
[et;er]=1; [e r;es]=0; [e;es]=0
[er;es]t=1; [er;e]=0sit6r [e;es]t=0

[e s;e]t=0; [es;et=0
[e;e]t=0; [e s;e =0

[e t;e ]t = O
Noter que par consquen, [e( );e( )* = 0,[e( );er]* = Oetsi 6 ; alors
[e ~;e( )]1=0.
Soiert " la r-iemeracine positive et = ( 1; 2;:::; 1) un '-partage, 6 ;. Soit
fky < ko < :::< kmg I'ensenble desentiers k < | telsque ¢ 6 41 . Nousde nissons

les partagesa parts egalessuivants:

1 - RS )

h

|
~—~
=
N
x
N

m+1

|
—~
—~
x~
3
+
=
—
—~
x~
3
+
N
~
=
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Disonsque (") = (x;i) estla position de " dansle carquois d'Auslander-Reiten et

de nissons une suite de racinespositives St; S2;:::; Sm+l par
St= " et ( M=(xi ky1) pour2 h m+1

Consideronschaque " commeun Sh-partage,1 h m+ 1. Alors
|
“or rX:l h ‘g nGl h nGl . nGl h
= T Hish); = cLt fshg = + (1.1)
h=1 h=1 h=2 h=1
De plus, pour chaqueh, M estun St-partage a parts egales. Donc j hj = 1 et par
un resultat de (Brown, 1998)il y a une suite exacte non-scincee

M M
h . 0! e! et! esy ! O

h h
+

t2 t2
Ce fait a plusieurs conequencesimportantes et nous les preserions dans les quatre

lemmessuivants.

Lemme 1.5.3 Soient 6 ; un '-partageets?2 ., alorsil existeun s°< s tel que

s02

Preuve. Il existeh tel ques 2 +h etalorsil existes®2 " tel quele ;e s]=1

parceque nestexacte. Ainsi s°< s par le lemme 1.2.3,d'ou s°< s.

Lemme 1.5.4 Soit un '-partage. Alors

X X
r + S - S
s2 s2
Preuve. Si = ; alorsle resultat est evidert. Sinon pour tout h 2 f1;2;:::;m + 1g,
P P .
nousavons Sh + o N S= o N S parceque , estexacte. En utilisant (1.1),
nous obtenons
P P+ P P
2 ) ot pe T ha 2 My ST
— P m+1 P S
- b s2 ")
P
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et le lemme est prouve parceque s; = r.

Lemme 1.5.5 Soit 6 ; un '-partage. Alors pour chaguemodule X de Q,

[X;e( )] [Xier]=[X;e( )N* [X;e ]
et [e( )iX] [e;X]=1[e( iX]* [er;X]:

Preuve. Comme | estexacte,nousavons

h h

X;e( )] Xies]=[X;e( Y [Xie st
et [e( ");X] [es;XI=T[e( "X [e =Xy
parcequelessuitesHom-Ext (X; 1) etHom-Ext ( p;X) sort exactes. Mais =
thfll( " 138h) et ainsi
Xie( ) Xied = M ope( M [Xie s
= e P Xie st
= Xe( Nt [Xielt

et
[e( )X] [er;X] = ™1 ofe( ");X] [esn;X]

= Tt ofe( "RXTE fe s XTI

= [e( xX] [e X

Lemme 1.5.6 Soit 6 ; un '-partage. Alors

e rieC NP= L [e( )erl=1 et [e( )ie( )I=1

Preuve. En ewaluant lesdeuxequationsdu lemmeprecden enX = e r, nousobtenons

[er;e( )] [e';er]=[er;e( )]1 [er;er]l
et [e( ),er] [er;er]=[e );er]l [er;er]l;

Deplus[e r;er]=1,[er;e ]*=0,[er;e( )=0,[e( );er]*= 0etalors

[er:e( )t= 1, et [e( )er]=1
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En evaluant la premiere equation du lemme preacdert en X = e( ), nous obtenons

[e( )ie( ) [e( )e-I=[eC )e( N* [e( )e -l

Mais [e( );e( )]*=0,[e( );e r]* = 0, et nousavons montr e ci-dessusque
[e( );er]=1,doncle( );e( )= 1.

Prop osition 1.5.7 Soit un '-partage. Sij ,j= 1 alors

ou fsget[e s;e r]= 0 etlessupprts Supp( °); Supp( ") sont disjoints.

ou fs:siyetfe s;e (]= e e = 0etlessupprts Supp( ), Supp( ),

Supp( ") sont deuxa deuxdisjoints. En particulier [e s;e ] = [e ;€ s] = 0.

. P
Preuve. Soit , = ftg. Par le lemme 1.5.4,nousavons ' = "+ S et

alors les supports Supp( "), Supp( ), Supp( S°) sort deux a deux disjoints pour tout
;802 . Ceciimplique [e s;e r] = 0 pour tous s 2 . Il ne reste qu'a voir que
j j 2.Disons '= g4 g+l p1+ pet "= 4+ g+t g1+ g
Alorsa ¢ d b Commenousavons|e r;e s]1 = letfes;er]= 0 pour tout
s2 , la somme "+ S estune racine positive par la proposition 1.4.1. Ainsi, ou

¢ 12 Supp( °)oud+ 12 Supp( °) pourtout s2 ,etalorsj | 2.

Corollaire 1.5.8 Soient , = ftg et = fsy;s,get (") = (z;i) la position de
" dans le carquois d'Auslander-Reiten. Alors dans le carquois d'Auslander-Reiten, un
desdeux St; 52 setrouvesur la diagonale(z k;k); 1 k n i etlautre surla

diagonale(z+i n L,k);n i+2 k n;(cf. gurel.3d).

Preuve. Par la denition de , nousavons|[e r;e s;]' = 1 et par la proposition,

[e ss;er]=0,j = 1,2. Par conequert St et 52 setrouvent sur les deux diagonales
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Figure 1.3 Un '-partage avec ( ") = (z;i), , = ftget = fs1;820

en question. lls ne peuvent pas &tre sur la méme diagonale parce que leurs supports

sort disjoints.



CHAPITRE 11

RESULTATS DE R.B EDARD

Nous presertons dans ce chapitre desresultats non-publiesde Robert Bedard avec des

preuvesdetaillees.

2.1 L'eet de Involution () sur un vecteur de racine

Soit  le graphede Dynkin detype A,,. Dans cette section, nous allons exprimer l'e et

de linvolution () sur un elemert T;,Ti, Ti, ,(Ei,) de U* par rapport a la basede

Un elemert de U* de la forme Ti,Ti, T, ,(Ei) = E; '°

i est appele vecteur de

racine par rapport ai. Dansla proposition suivante, nous exprimons d'abord le vecteur

Prop osition 2.1.1 Soient Q un carquoisde eti = (iq1;ip;:::;i ) 2 1 adape a Q.

Pour 1 a b n, soient [ a;b] le sous-gaphe complet de  dont I'ensembledes

Si (i;k) = si;Si,:::Si, ,( i,)= at at1 +:i:it+ , alors
X -
TLTL T (B )= (v) QRIDEg
QO
ou la sommeest sur tous les carquois QY dont le grapheest [ a;b], (Q[a;b]; QY estle

nombre d'aretesde [ a;b] dont l'orientation dans Q[a; b] et Q° est opposee et Eqo= Ea
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sia= bet 8
3 EbEqoab 15; Si(b 1) bdansQ®
Eqo= 5 sia< b:
" Eq9ab 1Eb si(b 1)! bdansQ®
Preuve. Nousprocedonspar recurrencesur k. Sik = 1,alors (i;1) = , etleresultat

est evidert. Supposonsmaintenant que le resultat est vrai pour k < m pour toutes les

Soitj 2 f1;2;:::;ng tel que wo( i,) = j. Alors nous savons par la proposition
1.2.1.3. quej = (ig;is;:::;i ;j) estun elemert de | et quej est adapte au carquois
Si,(Q) = Q1. Nous obtenons
8
x o
i sia< i< b
i=a
X0
i; slii=a
i=at+l
i 1
i; slip=1b
(im )= siSiaSiy 1( i) = Si( (M) = ><o
i, siip=(a 1)
i—a 1
-1
i siip = (b+ 1);
1=a
x .
_ i sinon.

Par hypothesede recurrence,nous avons
X HO)-
TTe T (B = (V) (QERDE
Q?
. : P .
oua’ Ksort denis par (j;m 1)= Fiao i et la sommeest sur tous les carquois
Q9 du graphe [ a%H). Nous voulons calculer

X 0-x01: 09
TuTeTe T u(Ei) = (V) @RI T, Eq
Q?
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Noter quei; estun puits de Q et une sourcede Q1 = s;,(Q). Il y a six casa consicerer:
1) a<ii<b (2) i1=a (3) iz=b (@) i1=(a 1) () i1=(b+1) et

6) i1<(a 1)ouiy> (b+ 1). Par la suite, nousecrironsc au lieu deij.

Nous consiceronsd'abord le cas(1): a< i1 < b. Danscecas,a’= aet i’= b, Si P
est un carquoisdont le grapheest [ a;c 1] et si P5¢c estun carquoisdont le graphe
est [ ¢+ 1,1 et si nous consiceronstous les carquois QY dont le graphe est [ a;b] et
tels que Q[a;c 1] = P« et Qf[c+ 1;b] = P, alorsil y a 4 possibilites pour QY
correspondant aux 4 possibilitesd'orienter lesarétesfc 1;cg et fc;c+ 1g. En utilisant
la de nition de Eqo, nous pouvons montrer facilemert qu'il existe deux sous-enserbles

disjoints fja;j2;::50x0 fiSiiSiijfgavecjy > jo > 1> jy, j9> 9> i > ),

4 carquois Q9 dont le grapheest [ a;b] avec Q9[a;c 1] = P« et Qf[c+ 1;b] = Psc,
nous avons que Eqo est egala

§E,1E12 Ej, Ec+1Ec 1ECEJ-§> Engjg; si (c 1)! ¢ (c+ 1)dansQ‘l);

Ei:Ej, EjEcr1EcEc 1Ejo  EjoEjs; si (c 1) ¢ (c+1) dansQ?;
Ej.Ej, Ej,Ec 1EcEc1Ej9 EjoEjo;  si (¢ 1)! c! (c+ 1) dansQy;

" Ej,Ej, EjEcEc 1EC+1E,-§> Engjg; si (c 1) «c! (c+ 1)dansQ‘l);
et
i (c 1)! ¢ (c+ 1) dansQY;
i (c 1) c¢ (c+ 1) dansQY;
(Qula;b; Q) = +
(c

i 1)! ¢! (c+ 1) dansQ¥;

8

2. s
i 1, s
§ 1 s

"0 si (c 1) c! (c+ 1) dansQ?;
ou = (Quifaic 1;QYasc 1)+ (Qule+ 1;0;Q2Ac+ 1;H).
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Par consequen
X bl 0
(v) QBPRIT (Eqo)= (V) Ej,Ej,iiiEj, Te(X) Ejo Ejo (2.1)
Q7
ou la sommeest sur les 4 carquois QY dont le grapheest [ a; b et tels que Q[a;c 1] =

P« et QYc+ 1,0 = P et
X =( V) *Ec1Ec 1Ec+ ( V) 'EciiEcEc 1+ (V) 'Ec 1EcEci1 + EcEc 1B
Mais

X =Te (Ec)Ees1 V 'EcniTe 1(Ec) = To Y(Ec 1)Eer1 V 'Ecra Te Y(Ec 1)

car T, Y(E¢ 1) = T¢ 1(Eo) et

o
X
|

= E¢ 1Te(Ecs1) v ch(Ec+1)Ec 1

Ec 1Ect1Ec Vv 1Ec 1EcEcs1 Vv 1Ec+1 EcEc 1+ vV 2EcEc+1 Ec 1:

Donc le menbre de gaudie de I'equation (2.1) estegal a

(V) EjEj, EjEc1EenEcEjp  EjoEjo
+ v) OVELE, EjEc 1EEen By EjgEjp
+( v) (*PEjEj, EjEcEcaEc 1Ejg  EjsEjo
et ceciestegala
(Q[a;bl:Q?9) :
(V) VEq;

ou la sommeest sur les4 carquoisQY dont le grapheest [ a; ] et tels que Q%[a;c 1] =

P<c et Qf[c+ 1;b = Ps¢. Noter que nous avons utilise le fait que ¢ est un puits de Q.

Ainsi X
0. -00
( V) (Q1[a%b%;Q9) Til(EQg)
Psc ;P<c 0
R & o
o( V) (Q[a,b],Ql)(EQg)
Psc ;P<c Ql
( V) (Q[a;b];Qo)(EQO)
QO

TiuTi, Tin 1(Eip)
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ou la sommep p.. P, €Stsurtoutes lespairesde carquois(Pc; P<) tellesquePs. est
un carquoisdu graphe [ c+ 1;b] et P« estun carquoisdu graphe [ a;c 1], etlasomme
P Q0 est sur les 4 carquois QY dont le grapheest [ a;b et tels que Qf[a;c 1] = P
et Qlc+ L;b = Psc etla sommep Qo est sur tous les carquois QO dont le graphe est

[ a;b. Cecitermine la preuve dansle cas(1).

Consideronsmaintenant le cas(2): i1 = a. Danscecas,a’= a+ 1 et i°= b. Ainsi
X 00
TeTo  Tiw W(Ein) = () (QREORDE
Q}
et

X
T, T, o(Eip) = (v) (QELEQDT (Eq)
Q?
ou la sommeest sur tous les carquois QY de [ a+ 1;h).
En utilisant la de nition de EQ(lJ et la relation Eq+1 Enh = EqEas1 Sija+ 1 hj > 1,
nous obtenons

8 :
5 EQg[a+2;b]Ea+1; si (a+1) (a+ 2) dansQ¥;

Eav1 Eqopaszy; Si (a+ 1)! (a+ 2) dansQy;
et

s Eouerzs (BariBa v 'Eaar)i S (a+1) (a+2)dansQf
Ta(Eqo) =

" (Eas1Ea V 'EaEan1) Eqojarzp;  Si (@+ 1)! (a+ 2) dansQf.

Noter que si Q%estun carquoisdu graphe [ a;b] avec QJa+ 1;b = QY, alors

% EQ°[a+2;b] Ea+1 Ea; si a (a+1) (a+ 2) dans QO,

Eqoar2:) Ea Eas1;  si a! (a+1) (a+ 2)dansQS
EQO =

Eat1 Ea Eqoar2iy;  Si @ (a+1)! (a+ 2)dansQ’

" Ea Eas1 Eqoar2; Si @l (a+1)! (a+ 2)dansQ®
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En utilisant la de nition de la fonction , il est maintenant facile de veri er que
X -
TuTi Ty o(Eip) = (V) QEIIEG
QO
Ceci termine la preuve dansle cas(2).

Le cas(3), i1 = b, sedemortre de la mémefacon que le cas(2).

Nous consideronsmaintenant le cas(4): i = (a 1). Danscecasa’= (a 1) eth’= b
Ainsi
T, T, L (Eiy) = X ((v) Qi THRDE,
Qf

ou la sommeest sur tous les carquois QY de [ a 1;b]. Si P estun carquoisdont le
graphe est [ a;b] et si nous considerons tous les carquois QY de [ a 1;h] tels que
Qf[a;b] = P, alorsil y a deux possibilites pour QY correspondart aux 2 possibilites
d'orienter l'aréte fa 1;ag et, pour ceux-la, nous utilisons la de nition de Eqo et la
relation EnEx = ExEp sijh kj > 1, pour obtenir

EqoainEaBa 13 si (@ 1) a (a+1)dansQy;
EqoainEa 1Ea;  si (@ 1)! a (a+ 1)dansQf;

EaEa 1Eqoaeiyy; S (@ 1) al! (a+ 1) dansQf;

3
%

" Ea 1EaEqos1g;  Si (@ 1)! a! (a+ 1)dansQf.

Donc
X (Qila l:b]:Q(;f)E

) (V) Q?

Q1

8
3 (V) Eqoasip ( vV 'EaEa 1+ Ea 1Ea) si a (a+ 1)dansP;
2

(v) (Vv EaEa 1+ Ea 1EQ) EqQoja+1 b si a! (a+ 1)dansP;

8
5( V)  EqQoa+1 Ta(Ea 1) si a (a+1)dansP;
3

(V) Ta(Ea 1) EQg[a+1;b] si a! (a+1)dansP;
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ou la somme est sur les deux carquois QY de [ a 1;1 tels que Qa;b] = P et
= (Qi[a;b; QY[a; k). Noter que Ta(Ea 1) = T, 11(Ea). Ainsi nous obtenons
y g (V) Eqoa+in Ea sia (a+ 1)dansP
(v) Qb 1;b];Q2)-ril(EQ(lJ) =
Qi " (v) Ea EqQoa+1 sia! (a+ 1) dansP

=( v) QREEPIE,

ou la sommeest sur les deux carquois QY de [ a 1;h] tels que QJ[a;b] = P et est
comme ci-dessus.Nous obtenons

X X X

T T T, (Ei,)= ( v) (il 1;b];Qg)Ti1(EQg): ( v) QEBPE,
P QY P
P _ P
ou la somme  estsur tous les carquoisdu graphe [ a;b et la somme o est sur
1

tous lescarquoisQ? de [ a 1;h) tels que Q9[a; ] = P. Cecitermine la preuve dansle

cas(4).

Le cas(5): i3 = (b+ 1) sedemortre de la m&éme facon que le cas (4). Le cas(6) est

evidert.

Maintenant, nous utilisons cette description du vecteur de racine an de calculer son

image sousl'involution ().

Prop osition 2.1.2 (Avec les notations de la proposition 2.1.1) Soient Q un carquois

de eti = (ig;ig;:::;i ) 21 adapea Q. Pour1 a b n, soient [ a;b le

le sous-arquois de Q dont le graphe est [ a;bl. Si (i;k) = sj;si,:::si, ,( i) =

at a+1 tii:+ |, alors

X o
T Tw.(Ei)= (v ' wWIER,
J

ou la somme est sur tous les sous-ensembles) de I'ensemble des arétes de [ a;lb,
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si le support Supp( (i; m)) estune descomposantesconnexesdu grapheobtenude [ a; b

en retirant les arétesde J.

2L E IRERIESE

3
Preuve. E°) i par

est un produit de vecteurs de racine E; ""*E;
rapport a i. En utilisant la proposition 2.1.1, hous pouvons exprimer chacun de ces

facteursg; """

comme une sommede mondmesdans les E; aveci 2 Supp( (i;ry)) et
pour | 6 19 les supports Supp( (i;r))) et Supp( (i;r0)) sort disjoints a causede la
de nition dec(J). Disonsquec(J) = (c1;Cp;:::5¢ ) etsoita i<j Dbtel quefi;jg
estunearetedansJ. Alors il existel r 6 r© tel quec, = co= 1,i 2 Supp( (i;r))
etj 2 Supp( (i;r9). Danscecas, (i;r)+ (i;r92R*. Sii! | estune ede dans

Q[a; b, alorsil y a une suite exacte non-scindee
0! eqrg! €qne @ro! €q@n'! O

de modulesdansMod(Q). En appliquant le lemme1.2.3, nousobtenonsquer °< r. Par
congquert, si nous exprimons EiC(J) comme une sommede monémesE qo en utilisant
la proposition 2.1.1, nous voyons que E;j appardt dans Eqo a la gaude de Ej. Par un
argumert analogue,sii  j estune ededansQJa;b], alorsr < r et si nousexprimons

;77 commeune sommede mondmesE o en utilisant la proposition 2.1.1, nousvoyons

que E; appardt dans Eqo a la droite de Ej. Par consquen, Eic(‘]) est une sommede
mondmesEqo ou QCest un carquoisde [ a;b] et le monéme Eqo appardt dans cette
sommeavec un coe cien t non-nul si et seulemen si les arétesde J ont une orientation

opposeedans Q[a; b] et Q%et, danscecas,cecoe cien t est( v) (QabiQ%) + iJi ponc

X o X X o
(v ! V)JJJEiC(J) — v vl (v (Qa;hl;iQY + JJJEQo (2.2)
J J Qo

P

ou la somme ; est sur tous les sous-enserles J de I'ensenble desarétesde [ a;b
P . . .

et la somme o est sur tous les carquois Q%de [ a;b] pour lesquelsl'orientation de

chaque aréte de J dans Q[a; b est opposeea l'orientation dans Q°.

Il estclair que le membre de droite de I'equation (2.2) estegala
" #

(v I vk vkl () (Q[a;b];Qo‘?EQ00
QOO K

X
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P _ P
ou la somme oo est sur tous les carquois Q%du graphe [ a;b] et la somme | est
sur tous lessous-ensernlesK del'ensenble desarétesde [ a;b] qui ont une orientation

opposedans Q[a; b et dans Q%

Noter que
X . X X m .
1 jK iKj = 2 iKj = 2 i— y2m — 2 (Q[abl;Q%
\% \Y} \% = \% 1 = . (v 1) =vi'=v
K( " (V) K( ) o ( )

P
ou la somme  estsur tous les sous-enserbles K de I'ensenble desarétesde [ a;b]
qui ont une orientation opposeedansQ[a; b] et dansQ%et m estle nombre de cesarétes.

Par consquer, I'equation (2.2) devien:

X X
(v 1 V)J'JJ'EiC(J) v2 (QEBQM () (LB E o

J 00

( V) (Q[a;b];Qo‘)EQOO
QOO
Ti,Ti, T .(Ei)

P
ou la somme ; estsur tous lessous-enserlesJ de I'ensenble desarétesde [ a;b] et
P . . .
la somme oo €St sur tous les carquois Q%du graphe [ a;b]. On obtient la derniere

equation en appliquant l'involution () a la formule de la proposition 2.1.1.

2.2 Relations de commutation entre les vecteurs de racine

Nous allons decrire dans cette section les relations de comnutation erire desvecteurs
de racine par rapport ai 2 | adapte a un carquois Q. D'abord nous rappellerons
la corresppndance de Ringel entre les algebres de Hall et les algebres enveloppartes
quantiques. Nous suivrons la presemation donnee dans (Lusztig, 1990a). Dans le cas
An, nous pouvons utiliser cette correspondanceet donner lesrelations de commutation

ertre lesvecteursde racine.

Soiert Fq un corps ni avec g elemerts, Q un carquois dont le graphe est le graphe de

tel quez; z = 1sii! | estune ededansQ. Un tel z existe.
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RQ estde ni commele C-espacevectoriel dont la base([V]) estindexeepar les classes
d'isomorphisme[V ] de modulesV de Q sur Fq, et la structure de C-algebre est donnee

par

X
[Vql [Vo?z Ovvovo[V]

\2
ou la sommeest sur tous les classesd'isomorphisme[V ] de modulesV de Q et gy .y 0.y o
est le nombre de sous-malules de V qui sort isomorphesa V ®et qui sort tels que le
module quotient correspondart estisomorphea V % Noter que la sommeest nie parce

quedim(V]) = dim(V ) + dim({[V %)) si gy .voy 06 O.

On peut voir C comme une Z[v;v 1]-algebre ou v = q'¥ est une racine carree x ee
de g. Soit Uy, Ua’ les C-algebresobtenuesde U, respectivemert U* par extension des

scalaires.

Soit Uc? la sous-algbre de Uy engendee par Kj, K; Lpour1 i n. Soit RQ =
Ué’ c RQ. RQ estune algebre assaiative qui cortient U(? et RQ commesous-algbres

avec la loi de commutation suivante;

P
Ki VIK; P=q 0900 D%

Soit Uy = U ¢ Ug. U, ° peut etre identi e avec la sous-algbre de U, engendee

par UJ et Uy .
Pour chagueN 2 N et 2 R™, soit

M= @ N

[e IV:

Prop osition 2.2.1 1. (Ringel, 1990) Il existe un unique isomorphisme d'algebres
U, ©! RQ tel que
Ki7'Ki; K 170K Y E 7 KA [el]
ou e estle module simple dont la dimension dim(e;j) = (0;:::;0;1;0;:::;0) na

gu'une seule composante non-nulle dans la i-ieme colonne et qui est egalea 1.
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En particulier, il existe un plongementd'algebres :RQ ! Uqtel que ([ g]) =

K; “Ej pour1 j n.
2. Pour tout ¢ 2 N , nous avonsdans RQ

[e(c)] = [e (i;l)]((cl)) [e (i;2)]((C2» [e (i )]((c )-

3. Soit ¢ = (c3;¢;:::;¢) 2 N dei-homageneite d = (dy;dp;:::;dn) 2 N". Soit

ck 2 N tel quela k-ieme coordonnee est ¢y et les autres coordonneessont nulles.

P P P
1)=2 i didiz, (c) = he i O A+ g dNdS, fe=ra (o) et
K(d) = K, 2%K, 2% K 2 Alors ([ e(c)]) = g e K (d) EE.

Preuve. (Lusztig, 1990a,chap. 5)

Nous allons maintenant decrire le produit [e ()] [ (i;1)] dansRQ pour k > 1. Faisons

d'abord quelquesobsenations genrerales.

P
Soitd = (dy;dp;:::;dp) 2 N"telque L, di = (i;k)+ (i;1). Soitl a b n
tel que Supp( (i;k)) = fa;a+ 1;:::;bg. Nousavons (i;1) = ,. Noter quesila
classed'isomorphisme [e(c)] avec ¢ = (C1;Cp;:::;¢) 2 N appardt dans le produit

[e (ix)] [e (1] avecun coe cien t non-nul, alors ¢ estdei-homogeneite d. Ceciestune
consequencedirecte de la de nition du produit dans RQ. Noter aussique, sic; 6 0 et
i1 n'est pasdansle support Supp( (i;j)) de (i;j), alorsj = k. Car sinon chaque sous-
module M de e(c) qui estisomorphea e ;1) donne un quotient e(c)=M qui n'est pas
isomorpheae (i, parcequ'il admet un facteur direct indecomposablequi estisomorphe

ae ;). Nousavonsla formule suivante:

Lemme 2.2.2

o X e
[e (w] [e @pl= o€ i€ ol inl e gol+ (g 1)E e anly]
V]
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ou la somme est sur toutes les classesd'isomorphisme [V] telles qu'il y a une suite

exactenon-scindee0! e ¢.q)! V! e (! 0. Noter que cette sommeestnulle si

[e (xi€e @l = 0.

Preuve. Nous ecrivons 1; K au lieu de (i;1); (i;k). Supposonsque la classe
d'isomorphisme [e(c)] appardt dansle produit [e «] [e 1] avecun coe cien t non-nul.

Alors par nos obsenations ci-dessuspar le fait quele support d'une racine est un sous-

par
8 8
. 22 sia i; b . 21 sia i beti6i
ip = : i = :
"2 1 sinon > 0 si(i<aoui>heti6ij
il n'y a que deux possibilitespour ¢ = (c3;¢p;:::;¢ )2 N
8
21 sij=1louj=k
l.g= S _
0 sinon
2. g = 15l existe une suite exactenon-scincee0! e 1! V! e« ! Otelle que

e j estun facteur direct de V, et ¢; = 0 sinon.

Notons que le cas 2. n'est possiblequesi[e «;e 1]* = 1 (i.e. i1 2 fa 1;b+ 1g]

fa Lb+ 1g) et [V] = [e o+ qu+ur , €+ u+u+ o] Si[eex] = 1 (e

Nous ecrivons (e(c)) = (Vi;fj ) pour le reste de la preuve. Dans le cas1, nous avons

8 8

21 sia i1<b 21 sia<i; b
rk(f g +n)in) = o _ o rk(fay i) = ,

- 0 sinon - 0 sinon

et

im(f i, +1)i,) = Im(f, 12i,) sia<ip<b:

Le nombre de sous-malules M de e(c) isomorphesa e 1 est egal au nombre de sous-

espaceyectorielsde dimension1 deV;,, qui estegala (g% 1)=(q 1). Doncsi d,=1
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isomorphea e 1 et le quotient e(c)=M estisomorpheae «. Ainsi le coe cient de e(c)

est1.

Sid, = 2(.e. i1 2 fa;:::;by, i.e. [e 1;e «] = 1) alorsil y a (q+ 1) sous-malules
M de e(c) isomorphesa e 1. Pour chacun de cessous-malules M , le quotient e(c)=M
est isomorphe a e « sauf pour celui correspondant a l'image im(f (i, +1)i,) sii1 6 b

(respectivemert im (f;, 1y;,) sii1 = b). Ainsi le coe cient de e(c) estq.

Donc dansle cas1, le coe cien t de e(c) estql® 1€ kI,

8
21 sii 6 b+1 21 siipb6a 1
rk(f i +n)i) = o v rk(f, i) =

0 siii=b+1 0 siii=a 1

et
im(f,+1yi) \ im(f, 1i,) = fOg:
Doncsii; 2 fa 1;b+ 1galorsd, = 1etil y aexactemen un sous-maule M de e(c)

isomorphea e 1 et le quotient e(c)=M estisomorpheae «. Ainsi le coe cient de e(c)

est 1.

isomorphesa e 1. Pour chacun de cessous-malules M, le quotient e(c)=M est iso-
morphe a e « saufpour les deux sous-malules correspondarts aux imagesim (f (i, +1i,)
etim(f, 1),). Ainsilecoe cient dee(c) est(q 1). Doncdansle cas2, le coe cien t

dee(c) est(q 1) ¢ «l et par la proposition 2.2.1.2, cecitermine la preuve.

Maintenant, nous transportons la formule de la proposition precderte dans l'algebre
envelopparte quantique via le plongemen d'algebres : RQ :! U, Cecinousdonne

lesrelations de commutation ertre les vecteursde racine.

Prop osition 2.2.3 Soit1 t r . Alors

. . . X .
,x)Ei o Ei oy (v v 1)jaj 1Eia

a
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: .. _ P
exacte non-scindee de la forme 0! e ) ! €@ ! ey ! Oetja = ; as.
Noter qu'il n'existe pas detelsa si [e (j);e (i;t)]l = 0 et qu'il existe exactementun tel
asie (e qnlt = 1 De plus, dansle casou [e (.y;€ (n]* = 1 alors jaj = 1 si

[e @n:€ ] =0etja=2sile ;€ @nl= 1

Preuve. Consideronsdabord le cast = 1. Alors (i;t) = ,. Soiernt a;b tels que
1 a b net (i;r)= g+ a4 +:::+ . Notonsque
8
21 sia i1 b
e e anl = _ et
- 0 sinon
8
) 21 sii;2fa Lb+1g[ fa+ L::::b 1g
[e @i, I” = _
~ 0 sinon

Il 'y a quatre casa distinguer:

1 [e € anl[e ¢rye il]1 =(1;1) iceig2fa+ la+ 2:::;b 1g

2 [e il;e (i;r)];[e (ir): € il]1 = (1,0) ieig 2 fa;bg

3 [ei;eanlle ane il]l =(0;1) iteip2fa 1;b+ 1g

4 [e ;e anlle anie il]1 =(0;0) ileip2fa ZLa;:::;b;b+ 1g
Par le lemme 2.2.2 nous avons dans RQ

[e (i;l’)] [e il] = q[e ilxe (l,r)][e i1] [e (i;l’)]+ (q l)[e .1,9 (l,r)][V]
2

ou la sommeest sur toutes les classesd'isomorphisme [V ] pour lesquellesil existe une

suite exactenon-scincee0! e .y! V! e ! O

Nous appliquons le plongemen d'algebres : RQ :! Ug a cette equation et nous

utilisons la proposition 2.2.1.3. pour voir que

i i1

q%f ;;rKaZa:::KbeEi v q%f ;;lKilzilEi M

estegala

sar

q[e il;e(i;r)]q%f ;;1Kilzi1Ei iilq%f ”'KaZaZZZKbeEi
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X cafi- .
+ (q 1)[8 il,e(l,r)]q%faKilzllKaZa:::KbeEia
a
ou la sommeestsurtouslesa2 N pour lesquelsil existe une suite exacte non-scindee

delaformeO! e ) ! e(a)! e,y ! 0. Noter quun tel a n'existe que dans

lescas 1 et 3 et que par la proposition 1.4.1dansle cas3,a = ™ avecm tel que
(iim) = i + (i;r) etdanslecas1l, a= M+ M2 gvecm; < my tels que
(iimy) + (iymg) = i+ (i;r).

En utilisant les relations (r.1) et (r.2) de la de nition de Uq nous transformons cette

equation: le membre de gaude est egala

1 sl

q?(f rtfo) KaZaZZZKbeKilzilEi ;;rEi T q

NI

avec 8
% 0 danslescas1 et 4
= z, dansle cas?2
-E zj, danslecas3
Noter que ="' ( ‘' ")z, ou' estla forme bilineaire de nie dansla section1.2.

Le membre de droite estegala

ot S lgE(t ot ) ok, 2K E TE T g
X i .
+ (q 1)[e i1,e(l,r)]q%faKi12|lKaza:::szbEia
a
avec 8
% 2 dansle cas1
0_ zi, 1 danslecas?2
g zi, 1 danslecas3
0 dansle cas4

(nous avonsuutilise le fait quez;, = z, 1 1= z,+1 1 puisquei; estun puits). Noter
que =" ( L ‘Nz, [e, ;e(i;r)] [e(i;r);e  ]'. Commecesresultats sort vrais
dans Uq pour tous lesg, nous pouvons conclurequ'ils sort vrais dansU. En substituant
v = g2 nous obtenons

E, 'E (2:3)

. X .

: ::r)Ei i Ei 2 (V2 1)[8 il;e(i;l‘)]vfa oy f 1y zi, (O ::r)Eia:
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Notons que 8

] o 2 0 dansle cas3
e ;e(;nNl=ja 1=
1 danslecasl

Nous avons
X
f .a=0 f ;= z; et
a i!i;jj b

8 X

% 2z, 1 z 2z,+1 1 danslecasl
fa = X

3 z dansle cas3

.8 ijj 2f ilg[fl'a!a +1 ;0 ;bg

2

f .+ 1 danslecasl

Y

fo.. dansle cas3:

Ainsif, f .. f .1 z,( % ‘')estegala 1danslecasleta0 danslecas
3. Alors (2.3) devient

i i1

Ei EI a =V'(

sl )EirEi1+ (v v 1)]aj 1E_a;
a

ce qui prouve la proposition pour t = 1.

i1 wWo( ip) = jz;:::;WO( 1) = jt o1
En appliquant le lemme 1.2.3 plusieurs fois, nous voyons que [e (j.1);€ (jr t+1)] =
[e (i€ anletle gr wyie gult = [e ;e @ylt (nous avons utilise aussila pro-

position 1.4.1). En appliquant la premiere partie de la preuve a j et Q% nous obtenons

Ti Tit+1 :::Tir 1(Eir)Eit

par t+l il
E.

= E i

i
st

' X j
= v )Eit-ri Tia 00T, (Eif) + (v v 1)Ja°i 1Eja°

a0
ou la sommeest sur tous les a° pour lesquelsil existe une suite exacte non-scindee de

modulesde Q°dela forme 0! e .y ! e(@)! e (4 ! O.
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Maintenant, nous appliquons l'automorphisme T;, Ti, ::: Tj, , a cette equation et nous

obtenons
T ot ( e r ) ot il X 1 jaoq 1 aOO
EI Ei =V ' Ei Ei + (V \Y ) Ei
200
ou la sommeest sur tous les a%tels que
00 20 sim<t
apy =

ad 41 Sim t

et a¥ est comme ci-dessus.Ainsi, il ne reste qu'a montrer que a = a®danslescas1 et
3.

Dansle cas3,a%= M avec (j;m® t+ 1)= (j;1)+ (j;r t+ 1eta= M

avec (i;m)= (i;t)+ (i;r). Mais

Si,Si, 118, ,( (;mY t+ 1)

(i;m9
SiySip 108, o ( (D) * suysi,iis L( (ir t+ 1)

(i;)+ (i;r)=(i;m)

etalorsm= mPeta= a%

.. 0 .. 0 . . . . .
Dansle cas1, a%= M1+ Mz g = M4+ M2 gt existe des suites exactes
non-scincees j @ 0! e g ! e (9 t+1) € (mQ t+1) I e (r 1+ ! Oet

i 0! ey ! €@my ©(my ! €©qr ! O En appliquant le foncteur

i, i, , alasuite ; etenutilisant un argumert similaire a celui utilise dansle

lemme 1.2.3, nous obtenonsune suite exacte non-scincee
0! ein! eamy €amy'! €ant O

Par la proposition 1.4.1.4,ceciimplique quea = a%®

Prop osition 2.2.4 Soientl t r etl 1. Alors

. .. , St .. . X L HE
T Il = I e U VAN L et = A =1

a

ou la sommeestsur touslesa 2 N pour lesquelsil existe une suite exactenon-scindee

delaforme 0! e(i; Y)! e@! e(i; ")! 0.
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Preuve. Par recurrencesur|. Sil = 1, ceciestla proposition precderte. Supposons
P .
| > 1. Chaquesomme , dans cette preuve est sur tous lesa 2 N pour lesquelsil y

a une suite exactenon-scinceede la forme 0! e ! e@! e ! O,

- .. h i 1 . . e
NousavonsE;, " E/ *= | "E " E TE" Y " Parla proposition precederte,
ceciestegala
o . . - 1X . 5
'l VO g gD Ty 'l (v v Yyl 1tgag D o
a

Maintenant nous appliquons I'hypothesede recurrencepour obtenir

E 'E. ;:rEi(I 1) it

| |
T

. St. ooy . N . P L. . M
v o e g gD e AR (O L gl D g

|
: ' ate o r i ar I P P | 1) it
Il v D0 )Eil t = + |11 a(VI 2(V Vv l))jaj 1Ei( ) Eia:

Alors le premier terme de (2.4) estegala

C o . . X . i

L O T (e (220 Ll = B =
a

h i 1hI !

' it
avec 1= vl

(v byial 1

Pour calculer le produit EAE( &

dans le deuxiemeterme de (2.4), nous utilisons
I'hypothesede recurrence: notons que si as 6 O alors' ( *%; %) = 1 et dansce cas
il n'y a pas de suite exacte non-scinceede la forme 0! e:! V! es! 0. Par
recurrence,nous avons alors

o 1X o 1X

(v v e tgpgl Y .
a a

(v v Yy e l)Ei(l 1) it Ed:

Ainsi (2.4) deviert
Co o . - X s s
v D ED e T 4 o v oov ) 1Ei(| b tEia

avec
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An decompleter la preuve, nousmontrons que = 1. Noter que' ( *%; ') =jaj 2

et ainsi h i I
_hig oyt V|+1V1+VI V)
1 v v1 v v1
h|| 1yl v !

1 v v 1
=1



CHAPITRE 111

LE CALCUL DES POLYN OMES 2

Dans la section 2.1, nous exprimons le produit d'un vecteur de racine avec un elemert
de la baseB; de type PBW en terme de la baseB;. Nous utilisons cette description

dans la section 2.2 pour donner une formule recursive pour les polynbmes 2.

3.1 Multiplication  par un vecteur de racine

Soit Q un carquoisdetype A, eti 2 | adapte a Q. Nousecrivons ' au lieu de (i;t)

de la baseB; correspondant. Notons ' 2 N le vecteur valant 1 a la r-ieme position

et 0 ailleurs. Avec cette notation, le vecteur de racine T;,T;, Ti, ,(E;,) estE; "

0 _ Cg il Cg 2 Q@ 0 . .
etEf = E; E; 1 E| e = . Commedans la section 1.5, ( r;c9 est

I'ensenble des '-partages tel quec + 2N .

Th eoreme 3.1.1

X
E, " EF= P(; c®+ )ES™
2 (r;cY
ou
PGib) = @ vyt %, @ va ve i)

pourtout b 2 N et 2 (r;cY.

Preuve. Montrons d'abord que ce resultat ne depend pas du choix de i. En e et,
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vrai pour i. Pour chaquet 2 f1;:::; g, denissonst®par (i;t) = (j;t9 etc®2 N
par c?o = ¢ pour tout t. Or, j estobtenu dei en e ectuant une serie d'operations dont
chacune consisteen remplacant deux entreesconsecutivesh;k dansi, avecjh  kj > 2,
par k;h. Par conequen, Ef = cho; i(r;c) = (r%cH et

0

H H P
E. EC® = E, EiC: ) i(r;c)p(; c+ ) Eic+
P

i i
= 2 (e P( P+ ) ch0+
Ainsi, nous pouvons supposer sansperte de gereralite que i est tel que I'ordre induit
sur R* est le suivant: pour deux racines positives S; !, disons ( S) = (s1;s2) et
( YH = (tyty) ou est le plongemen de o dansZ de la section 1.4. Alors
s U (sp+Sp<tp+ty)ou(sy+ Sy =t;+trets; < ty). Un tel i existe, nous
pouvons le de nir par la methode suivante: Soit Q9= fh2 Q°jh  h+ 1g[ fnget
Q3=fk2Q% k! k+ 1g. Disonsque Q%= fhy < hy<:::<h, 1< hp=ng Qf=
fky < ko < :::< Kq0. Alors

i = (hyshy Lini25Lhoshy 150020500 hg shp 10 L5
cn2Lmn Loz Lmn Liiin kg+t Lmpn 1

on Kg o+t Loiomn Liiion kg + 1)

siet seulemensil 1+ 12 QL

Une autre facon de de nir i est la suivante: Dessinerle carquois d'Auslander-Reiten,
etiqueter lessommets 1< ?2< :::< en suivant l'ordre de ni precedemmen et
denir hy par (V)= (z;hy); (t=1;:::; )eti= (hyhyiiih).

[
0
c+l

Nous procedons par recurrencesur r. Sir = 1 alors E; i EiCo = EiCo+ o
Commee , estprojectif, nousavons ( r;c9)=f,g, = 4" (% )=Qet
P(; -0+ ;;1) = (1 v 2) 1(1 Vv 2(cg+1))vcg
_ c§+1
1

Donc le theoremeest vrai pourr = 1.
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Supposonsr > 1. Alors

ar

E

Pour ecrire cecidans la base(EF) il faut emmenerle premier terme E; " ala r-ieme
position, c.-a.-d. il faut appliquer (r 1) fois lesreglesde comnutation pour lesvecteurs
deracine (proposition 2.2.4). Chaquecommutation de E; ! Eicg e avecle r;e s]t=1
ajoute un nouveauterme a la somme. Dans cesnouveauxtermes,il y a possiblemen des
vecteursde racine E; o qui ne sort pas a la bonne position mais l'indice t du vecteur
de racine est plus petit quer et par recurrencenous pouvons appliquer le theoreme a

cestermes.

Pour 1 s t posonscys;t] = (0;:::;0;¢%;:::;c%0;:::;0). Alors un calcul

elemertaire nous donne

E " ES
= g T ESHUESR]

= L ”’)Eico[l:llEi ??fEico[Z: I X (ch v v 1))jalj 1Eic0[1;1] “1EialEiC°[2;]
al
=y L2 ) Eico[l;2]Ei i Eico[S; ]
+y L ) % (ve2 Yy v 1y)iat 1Eico[l;2] ;;ZE{"‘inCO[S;]
a2
+ X (Vc(lJ 1(V v 1))ja1j 1Eico[1;1] it E|a1 EiCO[Z;]
al
=y (Comr 1 ”’)Eico[l;r l]Ei L Eico[r;]
+VI (co[l;r 2L, ") X (VC? 1 1(V vV l))ja" 1j :LEiCo[l;r 1] ' lEiélr 1EiCo[r;]
a1
+ X (ch 1(V v l))jalj 1Eico[l;l] it Eléll EiCO[Z;]
al
- C?+l V' (cqLr 1 ;;r)EiCO+ T
1
X1 qu;t 1], X 0 1 1ywjalj 1=cqit]  t —at =cOt+l; ]
VAL L R (Vo (AR VAR I B —ha E& ESNT
t=1 at

T

= P(:c%+ ;;r)Eico+ o (3.1)
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KL, o 0 X - .
+ v (a1 )Eico[l,t] t (Vc? v v l))jatj 1Eiat EiCO[Hl’]
t=1 at

ou a' esttel qu'il existe une suite exacte non-scindeede la forme
0! e:! e@)! er! 0O

Noter qu'un tel a! existesiet seulemensife ;e J* = 1, qu'il existet®tel quet < t°< r,
al = etjalj = 1si(e e ]fer;e Jt) = (0;1) et quil existe t®t%tels que

+ Petjalj = 2si(le ;e Ller;e ) = (1;1). En

t < t%< 9< r, at = %

utilisant la proposition 2.2.4 et la proposition 1.4.1.4,nousobtenonsdansle casja!j = 2

0 . .+ 0 ..+ 00

EiatEic[t+1,] = E Pt E, it | i
.+ 0 .

VIE(EIL® e o] Gogrt ST I

E_C"[t+1; ]

;00

car, a causede notre choix de i, nous avons que pour tout t < s < t% s est situe
sur la diagonale entre t et t°°dans le carquois d'Auslander-Reiten et consequemmen

[es;e]= es;ew =1et e es =0.
8

2 . ot —
c{t+ 1, sijalj=1
Posonsc?' g 1 : " 1 .
Tocqt+ 1 1+ Y sijalj= 2
Noter que c®depend de t. Avec cette notation, nous pouvons appliquer 'nhypothesede
recurrencedans les deux cassimultanemert et la sommedans (3.1) deviert
1 .
X =X Vv (c1;t 1, ) Eic"[l;t] ot ( 1(V))ja‘j 1 X P(; c004 )EiCOQ*
t=1 at 2 ( t%c09

avec q(v) = v L(voorl y oo 1)yle(cqt+Lit® 1D r].

Soit t tel quec® 1,[er;e P = letsoit = (1; 2,505 1) 2 (t%c¢%. Soit
(") = (x;i) la position de ' dansle carquoisd'Auslander-Reiten et (') = (y;h)
cellede !. De nissons

(t)y = (f( y; X {¥;:::;x )J():

x+i y htermes

Alors (t) estun '-partageet = ftg, ., = ftYysijalj=1et Y = ft%tYysi

jatj= 2.
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Nous allons \coller" (t) et pour obtenir un nouveau '-partage (t)+ 2 ( r;c9.
Par la proposition 1.4.1,il y a deux possibilites pour la position de t dansle carquois

d'Auslander-Reiten:

L( 9=(yx+i y)

2. ( OY=(xy+h Xx):

Comme 2 (t%c%, il faut que ¢ Opourtout s t,donc ¢ = Opourtouts t
(par le lemme 1.5.3). Alors dansle cas1., il existe s®tel que (= 1, ( So) = (v; k),
h<k<x+i yetl=x+i y k<x+i y h. Donc

)+ % (X y+ 1X y+ aiinx y+ X yiinx )

x+i y htermes

estun '-partageet ®+ = + © it

Dans le cas2., il existe s®tel que o=1,( So) =(y+kih k),1 k<x yet
1=xX Yy k<x y.Donc

def

(t) + = (f( YiX  YpiiniX y}; 5000)
X+1i y htermes
estun '-partageet ®* =+ O it

W+

En n, danslesdeuxcas,nousavons [ ftgetcommed® 1etc®® 2N

ceciimplique quec®+ ®* 2N ,dou (t)+ 2 (r;c9.
Nous montrons maintenant que pour tout 2 ( t%c%

P( + (t);c°+ + (t)) = P(; co04 )v' (et 1 ;:r)( 1(V))[e e rl.
En e et,

P(; c®% )

— (1 v 2) 1 V' (COO, ) Y (1 Vv 2(C8+1))
s2

+
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0 1
@ v 2) 1y €% ) % Y 1 v 2(c2+1) )X 1 v 2(c?oo+1)) e e r]

s2 +(t)+

P( + (t);c0+ (t)+ )v' (€% ) (% O )(1 v 2(c§oo+1)) [e tie r].

Mais 1(v) = v& L(v&eol y oo 1)yle(cTt+1it® 1Die 11 gt glorsil sut de montrer que
le terme suivant
NG I G E N (S ) (3.2)
+ [e(cqt+ 1;t%° 1]);e ]+ S+ cho [e ;e (]
estnul. Or
S (D R (o [ H

carsijalj= 2alors ( )= (y;x+i y)et ( )= (x;y+h x), etpar conequer
le( *™;e( ) =le( )e( ™)t = 0; dautre part

' (CO; + (t))

= (e )+t (e e e ]

SR 5 5 SV D B~ N (5 | S F

eIt 1 Y+
Lt 1l Y+ et t):e ] [e e f:

Donc (3.2) estegala

(o H S D I (o L S
Ceqnt 1 e e ]+ (Lt 1 )

CEqnt 1 O )+t 1 )
le(cqLt  1le( O )1+ [ecqLt 1l)e ]
+e( O yeLt 1 [e recqLt 1

Par le lemme 1.5.5ceciest egala

[e(cqLt  1ie( OF M+ [e(cqLt  1)e (]
+e( OF eIt 1] [e r;e(cqyt 1))
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et ici chaqueterme estnul parcequet 1 eststrictement plus petit quer et strictement

plus petit que chaques tel que sV 80

Ainsi (3.1) estegala

XX .
PGico+ 1) ES* T+ P((M)+;c®+ O e " (33
t=1 2 ( t%c%9

Donc E; " ES” est egal a une somme dont chaque terme est de la forme P(; cO+
)Eic(J+ avecun 2 ( r;cY. Pour montrer le theoreme, il ne reste plus qu'a voir
quechaque 2 ( r;c9 apparat exactemen une fois dans cette somme. Pour cela, soit
2 (r;c9 quelconque. apparat dansle premier terme de (3.3) si et seulemen si

= ;. D'autre part si 6 ;, soit ! la plus petite racine (selonl'ordre  induit par i)

telle que , = 1. Noter que[e r;e «]' = 1 et il existe une suite exacte non-scincee
0! e:! e(@)! er! 0:Soittlle plus grand ertier tel que al, = 1, alors il existe
exactemenn un ~2 (t%c% tel que = (t)+ "

3.2 Formule recursive pour 2 dans le cas A,

Dans cette section, nous utilisons la multiplication par des vecteurs de racine an

d'obtenir une formule recursive pour les polyndmes 2.

Soit Q un carquoisde type A, et soit i adapte a Q. Soita2 N . Nous avonsvu dans
la proposition 1.3.1que I'image E2 d'un elemert E? de la baseB; sousl'in volution @)

s'exprime dans la baseB; comme suit:

a X apC
A= 2 (3.4)

On peut calculer EZ ausside la facon suivante: soit j 1 le plus petit entier tel que

a 6 0, alors

Ea = E_(0;:::;0;aj Q1 inal)
i i

1
2
.
m
m
te~
o
i
o
N
K
+
b
%
-
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et par la proposition 2.1.2

X o
E, '= (v? v)JJJEiC(J)
J

ou la sommeest sur tous lessous-enseiplesJ de I'ensenble desaretesdans Supp( !) et

c(J) = (c9:::;c% avecc®® = 1siSupp( ™) estune composarte connexede Supp( 1)nJ

et ¢ = 0 sinon. Soit fr; < rp < ::: < rj35,1 g I'ensenble des positions ou c(J) ne
s‘annule pas.

En utilisant ceresultat nous obtenons

1
E—ia: a X (V 1 V)ijEic(J)Ei(O;:::;O;aj Laj+1 isa ):
1
J
Posonsmaintenant a® = (0;:::;0; a La+1;:::;a) et appliquons (3.4) aux deux
cotes. Alors
X - 1X - X
1age = @ (v I viEg® | HEE
c a 1 J c0 g0
. 1X X .
= (v i v HeVES (3.5)
L J c0 ad

Du cote gaude de I'equation (3.5), chaqueE{ n'apparat qu'une fois tandis que du cote

droit, lesf sort cachesdanslesproduits EiC(J) EiCO et peuvent doncappardtre plusieurs

fois. Mais une fois lesE;

) EiCO calcules, nous pourrons regrouper lestermes, mettre les
Ef enevidenceet recrire le cote droit commeune sommesur ¢ a. Dans cette somme,
le coe cien t devant chaqueE[ serade la forme P co(polyndbmeenv;v 1)! ;’;‘3. Donc ceci
nous donnera une formule pour ! 2 en fonction des! 2. Nous calculons EiC(J)EiCO en

appliquant jJj +1 fois le theoreme 3.1.1 (posonsm = Jj+ 1):

J 0
EFES

— (L R fmo 1 X m Ot
= E, B P(m;c0+ )EI
m>2((fm;C°)
= E "tiE ™ P(m i M+ M) P(meu ")ESH Y
; ; i

1
o
)
=
2
;
3
-
m
=
Il
]
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ou l'avant dernieresommeestsurtousles( ™; ™ )2 (rm;c®  (rm 1;¢%+ ™)
. P |
et la dernieresommeestsurtousles j = ( % 200 ™2 (ry;c®+ 1, )

(rm:c) %" J: Ainsi (3.5) deviert

[ =
'CEI
c a 1 b

iJ3j+1 k

0
IX X X Jy+1 P 0
¥ @ p( K0+ I HAETT =

o
= (v i vwirg
1 J co ao 12 5 k=1

Maintenant, nous pouvons comparer les coe cien ts de E{° et nous obtenonsla formule

suivante (noter quec®=c¢ 1t ")
o1X X I+t 1
a, 0 |
e= (vt v 18P P(Mc ) (3.6)
J 12 k=1 k=1 I=1

def . .
Nousposons % = ! ¥ vd0¥) dx) gyecd(z) = dim(O,) et nousavonsla formule recursive

suivante: 0
. 1x X jj‘}+l 5(1
a A 0 |
2= 0 Tty PP @ P( K AV 37
J 32 k=t k=1 1=1

1

avec = d(c ijﬂl*l Y d@)+ d@) d(c):

Dansle restedu chapitre nousnefaisonsque simpli er cette formule. Regardonsd'abord

la dimensiond(c) de I'orbite O.. Nous avons la formule suivante:

Lemme 3.2.1

(c) = dm(Eq) d(c) = [e(c);e(c)]*
Preuve. (Gabriel, 1975,sect.1)

Maintenant, nous appliquons le lemme pour calculer
h i
- e i « )iec Plk 9+ fe(e)ie©@]' [e(a); e(a)]®
+ e(a | )’ e.(a | ) ! . .
h 1 P I P . P 1
e(c;e( « ) + e ¢ )e() e « el x )
h [ h [ h i

1 1 1
e(@;e( 1) e( )e@ + e e )

h
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h [
p L
ou cha%uesomme « estsurk = 1;:::;jJj + 1: Noter aussique e( '');e( ') =0
. 1
etque e( 'Y);e(a) =Ocara;=:::=a 1= 0. Avecceresultat, nousavons
0
jq+1 K 1
@ p(kc HA v
k=1 1=1
" 0 1 4
. ja+L P
B O @ vy B @ v LRy
k=1 2 X
ou ; estegala
X h i, h o g 30
I 1
(c o+ Beiel )+ e e de( et 5K
1=1 =1
h i h [ h i h i
k ko' 1 P k k k
= eoie( ) +oe@iel ) o et ) e( e )
K P 11
e e 2
h ; ) i
Noterque e( );e( ) = 1parlelemmel.5.6etque
h i h i, h i h i h iy

e(chie( ) + e()e( ) =2 ece( ) e);e ") + e(c)e( M)

par le lemme 1.5.5. Ainsi
h i h i h i
1 = }]+2 e(c);e( ) eﬂg):e( )+ e(c);e( k)
P | ! vo Pijisr a1
e( 1t e ) el el e )
Noter aussique
1 Iy . .
(V 1 V)JJ] (1 v 2) 1 _ ( 1)]Jj(v2aj 1) lvaj VJJ]+1
k=1

8
1

et ainsi (3.7) devient

i X o X
zé\: (VZaJ- 1) 13 [e(@)e( )] ( 1)JJJ iop i1 V2 o(V); (3.8)

J 32 k=1
avec (V) = Q{(J:’irl Qtz 1 v 2 o) et
% h i h i h i
2 = 2 e(c;e( ) e(c);e( TK) + e(c)e( )
k=1
4 h i h i
P k k P iJj+ 1
e b e ) + e )eC i)
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Maintenant, nousmontrons quequelquesoitj et pour tout sous-ensetle J del'ensenble
desaretesde Supp( /)
i%+1 iy h o i1 Heth o
e(c);e( %) = e(c)e( !) + e(c)e( M) + e(c);e( ") (3.9)
k=1 k=1
Eneet, il sut demontrer que pour tout j et pour tout sous-enserble J de l'ensenble

desaretesde Supp( !)

i34+
() = ()
k=1
ﬁu rg < rp< ::h: < rigjsa telsquec(d) = T+ T2t i+ Shamoet (t) =
| |

.. sy 1
e(c);e( ) e(c)e( M)

o P isj .
Nous procedonspar recurrencesur jJj. SijJj = 0 alors JkJ:’l+l (re)= (ry)etryp=j.

SupposonsjJj 1. Soit xg ! yg 2 J, alors il existe une suite exacte non-scindee
0! ey ! ej! e ! Otelle queyp 2 Supp( ') et xo 2 Supp( '2). Nous avons

()= (t)+ (tp). SoitJy=1fx! y2Jjx;y2 Supp( ")getd,=1fx! y2J]j
X;y 2 Supp( 2)g. DoncJ = Jit Jot fxo! Yog, alorsjJyj;jJ2j < jJj et nous pouvons

appliquer I'hypothesede recurrenceat;J; et aty;J,. Nous obtenons

Igi+1 . jdgi+1 ,
()= (t)+ (t2)= (ri) + (re)
k=1 k=1
c1 2
ou c¢(Jq) = b+ kg ooy ogn et c(Jy) = HE S - SR S

De plus, les arétesde Supp( !) qui ne sort pas dansJ sort exactemen les aretes de

.. . P'J'l .
frisrgiiry ot frirsie 0 Ainsi (j) = LI (re) cequi montre (3.9).
h i

Avecceresultat nouspouvonsrecrire (3.8) commesuit (noter quea; = e(a);e( ') ):

a 2a; 1 3X iJj X ad 4

¢ = (v 1) “v (1) S P vt o2v)  (3.10)

J 12 k=1

avec

h i h i, h i h iq

3 = e(a)ye( V) e(@);e( 1) ec)ie( 1) + e(c)e( 1)



j3+1 h ki h i h i
=] K k P ... 1
4 = 2 e(c);e( ) e Lt e ) e( )ie( )
k=1
Ly P [
) = pov e Gt
k=l 1o K
Nous allons montrer les deux faits suivants:
3=0 (3.11)
et i3+1 j3j+1
13¢+1 h i i3l h i
P K k P.,., 1
e ' e ) = e( );e( ey (3.12)
k=1 k=1
h

i
r[])ans (Auslander et Reiten, 1985,thm.1.4), on montre quela di erence e(c);e( ')
c
e(c);e( ') dependuniquemert de la dimensionde e(c). Ainsi, 3= 0 parcequec

et a ont la mémei-homogeneite.

Preuve de (3.12) :

j3<'+1 h = i j.k‘+1 h il

eCrr e e( et Ei
. X h I kk:li h | kil
= e el ) e ye( )%
1 1<k j Jj+1
h i h i

k . ky 1
) = e( );e( ) pourtout | < k.

Donc il sut de montrer que e¢( I);e(

Enh appliquant le lemme 1.5.5 pour le partage
|
k

, NOUS voyons que ceci est equivalent
1

a e( “M)e( ) = e( ) e( k) pour tout | < k. Et en appliquant le m&éme

lemme pour K, nousvoyonsqu'il sut de montrer que

h i

i h
pour tout r; < ri. Mais le membre de gaude est nul puisqueSupp( ")\ Supp( '«) = ;
et le membre de droite est nul puisquer; < ry impliqgue que s'il existe une suite courte
exacte non-scindeeavece( '''); e( ‘'k) aux extremitesalors elle est de la forme 0!

e( ") e fr+ k)l g k)1 0. Donc (3.12) est prouve.
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Ainsi (3.10) deviert

a 2a 1X iJj X a®
e = (v 1) ( 1)J ! . Pisja VS oa(v) (3.13)
J _12 3 k=1
avec o
1%¢+1 h ihop | o
5= 2 e(c);e( ) eC b el )
k=1

Le membre de droite de (3.13) estdans Z[v?;v 2]. Posonsmaintenant

def (L 0 Pijs «°
Jeo = J f aretesdansSupp( 1)gj9 ;2 jtelquec’=c L

, . . . 0
Donc pour ¢c® a°donne, I'ensenble J .o cortient tous les ensenbles J qui realiser &

dans (3.13). Noter que J co peut etre vide. Noter aussiqu'il peuty avoir j; f12 30
avec ; 6 f5. Ondira que c® est realisablesi J 0 6 ; . En regroupart lestermes de

(3.13) et en substituant u = v2 nous obtenons

i 1 X o X o X
R 3 (Y Lt @ (319
0 rC:aIi:’:ble J23 co gic = “
avec
K P v
6 = e(c);e( ) et el ")
k=1
oy Py

1 u @ )

(u)

k=1 t2 +k
. k P
Enn, en utilisant d'une part que[e(c);e( )] = (tfe ce( *y=1) & €t d'autre part

. k k .
quesi ; = lalors[e t;e( )] = 1, nousobtenonsla formule suivante:

Th eoreme 3.2.2 Soient Q un carquois de type A, eti 2 | adape a Q. Soienta =

(0;:::;0;8;8j+1;:::;2a) 2 N, ¢ aeta’= (0;:::;0;4 Liays;::;a)2 N .

0 1
i+l
v Bu v OO
=1

, X ]
g= (ot (Y%

c®J; k 2 K

+
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ou la sommeest sur tous les c®  a°tels que c? est realisable, sur tous les J 2 J .o et

. P ijiel &
tousles j=( % 2:::; Wify2  jtelsquec 0= LY et

K1 X
a(k) = a t : (k) = ¢ (k):

1=1 t:fe ¢:e( k)]=l

k
t&l

L'equation du dernier theoreme est une formule recursive: Le polynbme 2 y est

exprime entermesde polynbmes gf,’ et aest\plus petit" quea dansle sensdejal < jaj.
Par la proposition 1.3.1, nous savons que 2 est un polyndbme en u;u !. La formule
conrme qu'on peut decrire 2 enu;u !, maisil n'est pas evidert que le membre de
droite de la formule est un polyndme. En general, on ne peut pasdiviser chaqueterme

de la sommepar (U 1).



CHAPITRE IV

LES SINGULARIT ES DES VARI ETES DE CAR QUOIS DE TYPE
An

Nous avonsdeja vu (proposition 1.3.1et theoreme1.3.2) quelespolyndmes 2 encadent
de l'information sur la cohomologied'intersection de la variete de carquoisO,. Dans ce
chapitre, nousnousservironsde la formule du theoreme 3.2.2pour analyserla geonetrie
dela variete. Nous allons montrer que pour nosvarieteslesproprietes\lisse” et \ration-

nellemert lissé sort equivalertes et nous allons donner une liste complete desvarietes
de carquois qui sort lisseset ausside cellesdont la projectivisation est rationnellement
lisse. Soit F la cloture algebrique d'un corps ni Fq ayant g= p® elemerts, ou p estun
nombre premier. En general, Q est un carquois de type A, dans ce chapitre, sauf aux
endroits ou nous indiquerons que Q estde type A; D; ou E. Nous xons i 2 | adapte
aQ et nousecrivons ! aulieu de (i;t) pourt= 1;2;:::; . D'abord, il nousfaut des

resultats sur le comportement de 2 quand c et a sort proches.

4.1 Analyse de & pour c proche de a

Soitc 2 N dei-homogereite d et d(c) %" dim(0c), (c) %" codim(O¢) = dim(Eq)

d(c). Nousecrironsc asic aetcé6 a.

Lemme 4.1.1 Soientc;a2 N telsquec a. Alors d(c) < d(a).

Preuve. Ceciestun resultat classique,voir (Humphreys, 1975, prop.8.3).
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Prop osition 4.1.2 Soit O, une variete de carquoisdetype A;D ouE. Sic a alors

2 estun polyndbme en u = v? divisible par (u  1).

Notons ~2 et a=(u 1)

Preuve. Nous procedonspar recurrencesur dim(Og). Si dim(Og4) = 0l n'y a rien
a prouver parce que il n'y a pasdec a. Supposonsdim(O,) > 0: Nous avons

3= 12ayd@® dc©) ponc par le theoreme1.3.2.3

X 00
a _ c%, d(c) d(c® =
a = v (c) d(c® 3o
c%¢ ¢00 g
— X 00 00, ——
— gvd(c) d(a) 4 a4 g vd(©) d(c% CaOO
c00¢c ¢00 a

car 2= 1parletheoremel.3.2,et ¢ = 1 par la proposition 1.3.1. Alors
a — d(a) dic) a g7 X c%, d(a) d(c’9 =& .
c — VvV c c c Vv coo

c%c ¢00 g

Or par le theoreme 1.3.2.4,nous avons

Vd(a) d(c) Ca _g

- i@ d(c)x dim H&X(Og) v+ d© d@ 2 de)+d@)
k

(avecO0 2k < d(a) d(c)sia6 ccar 22v !Z[v 1]siag c). Mais ceciestegala

dim HZ(0p) v v 2 2de)r2d@
k

X S
= dim H*(Og)uk u 2 derrd@ g (4.1)
k

ouf estun point Fg-rationnel de O¢. Alors u 2 d©+d@ 1 estdivisible par (u 1)
car 2k d(c) + d(a) > 0 Donc chaque terme de (4.1) estdivisible par (u 1). Ainsi
vd@ dle) a  "a egtdivisible par (u 1). Notons que (4.1)6 Ocar 22 v Z[v 1.

D'autre part pourtout ¢ ¢ a, lelemme4.1.1dit qued(c) < d(c%, et nouspouvons

supposerpar recurrenceque g°° est un polyndme enu et divisible par (u 1).
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De plus,
d(a) d(c® =& X ; kA" 2k 2d(c9+2 d(a)
\% coo = dim Hf (Oa) V
— dim Hf2k(o_a) u k d(c%9+ d(a)

k

estun polyndbmeen u.

Ainsi 22 Z[ulet 2= (u 1)~2 avec 722 Z[u].

Prop osition 4.1.3 Soitc a. Si 7§ L 6 O alors il existeune operation elementaire

menantde O¢ a Og, i.e. il existe 2 Sy, tel quec+ op = a.

Pour la preuve nous avons besoindu lemme suivant.

Lemme 4.1.4 Soienta= (0;:::;0;a;8+1;:::;a), ¢ aa’=a J; Orealisable,
J 2 Jcoetfry <rp< :iii< 40 'ensembledes positions ou ¢(J) ne s'annule pas.
Soit ;= (1% Z::; Wity 2 ;telquec c®= It “. Noter que ¥ estun

r¢-partage. Soit
8 9
. N
d_ef 2 h L. le Y ¢ P k 1 | -
M = max h (u 1)" divise (u* =t 1)
. k=1 t2 k )

+

1. Sicl= alet M 2 alors il existe une unigue operation elementaire menant de

O¢ a O4. Plus precissment, nous obtenonsdans ce cas que
Hi=LM=2 5=(5 =6 2 2 (ruc® ) 22 ()
30 enn! ej!l enn! 0 28y

etsoit 2=; eta=c+ op ?

soit il existes;t 2 f1;2;:::; gtelsque 2=fsg; +2=ftgeta:c+op ave
0l el e; es! ed! 0 25y

et Supp( 1)  Supp( ).
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2.Sic® a%etM = 1 ets'l existe une operation elementaire ° menant de Oo
a Ogo alors il existe une unique operation elementaire menant de O, a O,. Plus

precisement, nous obtenonsdans ce cas que
Hi=0 3=() 2 (ic)

etsoit =; eta=c+ op °
soit il existes;t;y;z 2 f1;2;:::; g tels que = fsg; opsoz 1, , = ftget

a=c+op ave
0l edt! e; ey! ezl 0 25y
0: 0! es! ey! ez! 0 2Sy

et Supp( 1)  Supp( Y.

Preuve du lemme: Il faut montrer I'existence des operations eIemertaires l'unicit e
P P
; — JJJ+1 k 1 ! JJJ+1 r_
estewderte NousavonsM = I+ J (noter quec; Lt =+ s ¢ =
| .
&+ {J’;il + 1> 0 par de nition de ;) et pour chaque partage il y a au moins

unttel que  =1(.e.j ] 1)

Preuve del: CommenousavonssuppoqueM 2, il faut quejJj 1: Supposons
quejdj= 0,donc ;=(); 2 (j;cY:Alorsa=a%+ i =c0+ i=c+ i
etag= Opourt<j. Donc ; Opourtoutt<j,donc ; = 0pourtout t<j (par
le lemme 1.5.3) et forcement = ; parceque estun I-partage. D'ou = et

a = c, cortradiction.

Ainsi jdj= LM =2 3= (L% 2); 12 (r;c®+  *)et 22 (rycY: Deplus,
14+ T2 = 1 pardenition deJ, doncri<j <r,et
JOI erl! ejl e'z! O ZSOp
Montrons maintenant que ! = ;: Supposonsle cortraire. Alors il existet < ry < j
tel que tl = letalors[e ;e ]* = 1, et comme le terme du milieu dans

est indecomposable, il faut que [e ;e r.] = 0 (ceci est une conequencefacile de la
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J 1

proposition 1.4.1). Maisa= c+ * et a; = 0, donc forcemert tz =1let

alors[e t;e rp] = 1, cequi estimpossible.

Si 2=; nousavonsa= c+ vl »'2 = ¢+ op 7. Supposonsalors 26 ;:
M = 2 implique | +2j = 1, disons +2 = ftg. Alors pour chaques 2 ?. nous avons
[e s;e r2] = 0 par la proposition 1.5.7 et [e ;e s]1 = 1. Nous allons montrer que
i 2j = 1. Supposonsle contraire, donc j 2j = 2 par la proposition 1.5.7. Disons
? = fs;s%y avecs < s Les positions de S; s’ dans le carquois d'Auslander-Reiten
sort donneespar le corollaire 1.5.8. D'autre part ; : 0! e ! e;! e! O
implique ([e j;e r2];[e r2;€ j]l) = (1,;0): Donc dansle carquoisd'Auslander-Reiten ,
I estsurune mémediagonaleque ', etil y aun chemindans de Sjusqu'a ! oude
Sjusqua |, d'ous<j. Commeas=0,cs 0, (= leta=c+ ‘§ iin 2
il faut ques = ri. Ainsi, e r1;e 1= 0car rf = Soz = 1, et I'exactitude de la

suite Hom-Ext ( j;e s0) donne
0= ej e+ emneol
Donc e ;;e o '= leten particulier s°< j, d'ou a0 = Oetalorss®= ry, cortradiction.

Alorsj °j=1,disons °=fsg Nousavonsa=c i+ i+ S it Notons
quesis=rj alorsj = t eta = c, cortradiction. Doncs6 ri, ets | parcequeas 1

ets6 j parcequele s;e r.]= 0;alorss> j.

Nous allons montrer maintenant qu'il y a une suite exacte non-scincee
:O!erl!ej es! e:t! O
telle qguea = c+ op : Nousavons lesdeux suites exactesnon-scincees

3 .0l eyl ej! el O
et 2 20! esl el el O
Disonsque ( '2) = (z;i) estla position de "2 dansle carquois d'Auslander-Reiten.

Alors (1) (respectivemert (1)) estsur une desdiagonalesf(z;k) j1 k < ig et

f(z k+i;k)ji < k ngpassan par (z;i). Disons sansperte de gereralite que
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(1) = (z;k): Nous montrons d'abord que ( ') = (z;k9 pour un k%> k. Supposons
que ( ') estsur l'autre diagonale, ( ') = (z k°+ i;k9. Alors ( S) = (z

KO+ i;k® i) et[e;;es] = 1, dous < j, contradiction. Donc ( ') = (z;k9 et
k0> k parcequej < s<t. Deplus, ( 5)=(z n+i Ln i+1+KkYet
( "™)Y=(z n+i Ln i+ 1+Kk), etlessommets "; S; i- t\forment un
rectangle” dans . Alors est une suite exacte non-scindeeet a = ¢+ op . De plus,

3 implique que Supp( )  Supp( "), ce qui montre 1.

Preuve de 22 Notons 9 la suite exacte non-scincee correspondarte a l'operation
elemertaire menart de Oco @ Ogo, i.e. a%= c®+ op . M = 1 implique jJj = 0; ; =
() 2 (j;cY. Si =;alorsa c=a’ cleta= c+op . Supposons 6 ;. Comme
M = 1,nousavonsj ,j= 1,disons , = ftg;t<j: Alorsa= c+op “+ i+ ot
Soit s 2 ,doncs<j. Alors0= as= ¢+ opso+ 1 et forcemernt opsO = 1. Deplus,

pour tout y tel que opy0 = 1, nousavons ay = c§’ +1,doncy | (sinonay = 0).

. " e . 0 .
Nous allons montrer maintenant qu'il n'existe qu'un seuly tel queop, = 1, i.e. Oest
de la forme

0. 01 es! ey! ez! O

Disonsque (1) = (w;i) estla position de | dansle carquoisd'Auslander-Reiten. Par
la proposition 1.5.7 et par le fait ques 2 ,housavons([e s;e j];[e ;e s]l) = (0;1)
et alors ( °) estsur une desdeux diagonalessuivantes: f(w k;k) j1 k< n g,
f(w+i n Lk)jn i+1<Kk ng Supposonssansperte degereralite que ( 5) =
(w k;k). Or s'il existe une suite exactenon-scindkee0! es! ey e ! ez! 0
alorsou ( Y)ou ( Y) estegala (w k®k9 aveck®< k. Mais ceciimplique que

y < j ouy®< j, cortradiction. Donc Cestde la forme

0. 01 es! ey! ez! O

De plus, il faut que = fsg, donc
0! es! e« ;! O

est une suite exacte non-scincee.
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Disons encoreque (/) = (w;i) et supposonssansperte de gereralite que ( S) =
(w kik). Alors ( 9= (w kik+i), ( )= wk9)et ( Y)=(w kk+k9 avec

k0> i puisquej < y. Alors il y a une suite exacte non-scindee
0! et! e; eyl ezl O

eta=c+ op . Deplus, implique que Supp( /)  Supp( Y).

. .. def P S .
Preuve de la proposition:  Par recurrencesur jaj = =1 &. Sijaj = 0il ny a

rien a prouver. Supposonsjaj 1. Soit M comme dans le lemme et supposonsque

~a L 6 0. La formule du theoreme 3.2.2 decrit 2 en termes des 23. Comme
u=

ja < jaj, I'nypothesede recurrenceimplique qu'il existe une operation elemertaire
-...ao

0
Cu_

menart de Oc a Oz sic® alet si , & O: Par la proposition 4.1.2, nous sa/ons

que(u 1) divise 2. Donc ~2 . 6 0implique que (u 1)?- 2. Donc au moins un
terme de la sommedans le theoreme 3.2.2 n'est pas divisible par (u 1), i.e. il existe

un clrealisable,J 2 Jeo; 32 ;5 tels que

Qjsj+1 Q al o ? |k-11 . 1
k=1 t2 co u
(u 1)%- -
ud 1

Il'y a deux caspossibles:
1. c%= a% donc "5‘8 =1, M 2etla proposition estvrai par le lemme4.1.4.1.

2.¢® a%donc(u 1)j 3, M 1. Si(u 1)2- % alorsil existe une operation
elementaire menart de O a Oy, de plus M = 1 et ainsi, la proposition est vraie par

le lemme4.1.4.2.

Enn, si(u 1)?] 23 alors M = 0, cequi cortredit le fait que pour chaque il existe

au moinsun t tel que , = 1.

Nous allons maintenant calculer =2 j,=1 dansle casou il y a une operation elemeraire

menant de O; a O,.

Lemme 4.15 Soitc a= (0;:::;0;a;8+1;:::;a)et 0! esi! VI esy!

0 une suite exactenon scindeetelle quec+ op = a: Alors il existes;x;y 2 f1;2;:::; ¢
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tels que
—a: _ G - Vi _ Cs, Cs _
G = T, V@80 EEV(VEe)
C31082 — , S S1 j
—Cj T 1 V(V=e; es;Supp( **) Supp(’))
P A V(V=e, ey;Supp *) Supp( )))

G L o r iRy

ou V(A) = 1si A estvrai et V(A) = 0 si A estfaux.

Preuve. Soit M commedansle lemme 4.1.4. Par la formule du theoreme 3.2.2, nous

avons
T8 Ju=t i
X X X . QLszIl Qtz kou |k=1l . 1 «'élg
= ( 1)y +a‘
c0 rC:aIiz;ble 123 co p o (s L 1) )
oo K | i sy
0

Supposonsque ( ) 6 0,i.e. (u 1)? divise le numerateur de ( ) et (u 1)3 nele divise
pas. Il y a deux caspossibles:

1.c%= a® M = 2.

2.¢® a®M =1;(u 1)2- 2, donc ~3% ., § Oetparla proposition 4.1.3il existe
une operation elemertaire  °menart de Oco a Oyo.

Consideronscesdeux cas separemert:

1. Par le lemme 4.1.4.1,nousavonsjJj = 1, 3= (1 2, il existerq;r, tels que

;3 10! el e;! er, ! 0estune suite exacte non-scinceeet ' estun
li-partage,i = 1;2. Deplus 1= ; etoubien = j; 2= etalors
()= (ucfli DUz 1) _ &G, _ GG ;
(ud  Lu 1) 4 q g +1
oubien :0! en! e; es! e:! 0 ‘= it S Supp( 1)

Supp( ) et alors
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2. Par le lemme 4.1.4.2,nousavonsou bien = %jJj=0; ;= ()= (), donc
c®=c i etalors
(y= Y 1w G
uaj 1 u=1 c vl u=1 a] C i) u=1 )
ou bien il existex;y 2 f1;2;:::; g tels que 0. 0! ex! ey! es! 0
0! es; ! e ey! es! 0dj=0 3=(); = 8 X
Supp( 1)  Supp( $1), doncc®= c+ X+ S et alors
() = us: 1 —~a i _ Cs; —~a i
ud 1 =1 c+ X 1s1 =1 aj c+ X -

etag = ¢+ 1

Donc ~2 jy=1 S'ecrit commeune sommed'au plus 4 termes, a savoir

i, = ;i_j = V(G0 ;Sl—fszlwv: e))

:_sl—fs"’lV(V =e; es;Supp( ') Supp( S))

63T e, VOV =er evisun( ) sup( %)
Pour toute operation elemertaire  : 0! es;! V! es;! 02Sppetc2 N , soit
e i0) % &,
Theoreme 4.1.6 Soienta= (0;:::;0;aj;a+1;:::;a)2N ;¢ aet 2 Syp(c) tels

quec+ op = a: Alors

~a _ .
2= &0
Preuve. Par recurrencesur jaj. Sijaj = 0 il n'y arien a prouver. Supposonsque
jaj letdisonsque : 0! es;! VI es ! 0.Lelemmed4.1.5implique que
—a - _ G _ g Cs, Cs _
gJUZl - a i i u=1 V(C] 6 O) C] 1+ ;- V(V =€ J)
:sfszl V(V=e; es;Supp *) Supp( ')
G1_ ~a i _V(V=e, ey;Supp %) Supp( ')):

G+1 o i iEium
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Notons quej 6 s, parce que sinon, pour chaque facteur direct e « de V, nous aurions

_ _ .. . ~a — C; ~a st e
0= a = ¢ + 1, cortradiction. Sij = s; alors ~& ep T A o s gep +
op =a +'S1 et par recurrence

~a — CSl . 7S — CS1 — .
c . _ - ( e( ,C 1)) - (Csl 1)C82 - CSl CSz ’
u=1 aSl Sq

(car as;, = (Cs; 1)). Supposonsmaintenant quej 6 s;. Dansle cas(V = e j

e v; Supp( ) Supp( 1)), nousavonsvu dansla preuve du lemme 4.1.5qu'il existe
0: 0! ex! ey! es! 02Syetalorsa = (c+ X iS1)+op °

etck = ax = Ocarx < j. Deplus, sic; estun facteur direct de V alors ou bien

Supp( 1) Supp( !) ou bien Supp( $1) Supp( !). Donc par recurrence

~a Cs; Cs
et = et U V(VEe)

((‘;sfszl V(V=e; es;Supp *) Supp( ')
S, V(V=e; ey;Supp( ) Supp ))
Gg+1 |

_ &+ Vi =g 1)
W& g g

= Cs1Cs;

Noter que nous avons determine completemert ~2 . Le dernier theoreme nous en

donne une expressiond'une simplicite surprenarte dansle casou il y a une operation

elemertaire menart de O, a O, et par la proposition 4.1.3,nous savonsque ~2 L 0
u=

si une telle operation elemertaire n'existe pas. Cesresultats nous permettront dansles

sectionssuivantes d'analyser la geometrie desvarietes de carquois.

4.2 Lissit e rationnelle

Considerons maintenant la situation suivante: Soiert c;c%2 N et Ogo; O les orbites
correspondartes telles que c® ¢ (i.e. O  Oc). Par la de nition 1.3.3, O¢ est
rationnellemert lisseen Oco si et seulemet si Soo= vAE™) 4@ pour tout c© ¢ .

Ici d(c) = dim Oc.
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Cespolynbmes Swosatisfort les relations
X 00 ——

C | C C -
c000= : c000 oo
00000 00 ¢

Donc si O, est rationnellemert lisseen O.o alors

X 00 0
Sooo= I ooV d(c®+ d(c).

c00¢c000 00 ¢
Ainsi
O, estrationnellemert lisseen Oco

X
I gggoV d(c%9+ d(c) = ,d(c® d(c) pour tout c0 000 4

005000 00 ¢
X
gggovd(°°°9 d(c? , d(c®+d(c) = ,d(c® d(c) pour tout cO 000

¢00¢000 00 ¢
X

00 0
Coooud(©) de® = 1 pour tout c® ¢c%% ¢
00000 00 ¢

Ainsi, nous obtenonsune condition necessairest su san te pour qu'une variete de car-

quois O, soit rationnellemert lisseen Oco :

Prop osition 4.2.1 Soit O, une variete de carquois de type A; D ou E. Alors O est

rationnellement lisse en Oo, c® ¢ si et seulementsi

X 00 0
Coooud(© d® = 1 pour tout c© %0 ¢
005000 00 ¢

Consideronsmaintenant le casc®% c® En derivant la derniere equation nous obtenons

X i cgo ) d(c® cgo i ) d(c% -0
c c
c00¢c0 00 ¢ du du
etenevaluant enu=1
X d 00 00
@ & e de) =0
c00c0 00 ¢ u= -

Or, %= 1 et de plus, nous savons par la proposition 4.1.2que S’ = Osi c%6 ¢
u=

et la derniere equation devient
0 1
X
@ 94 @ Ayde dc)= o 4.2)

c00c0 00 ¢ u=1
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~coo def  ~00 q

Rappelonsque = = S -- estun polyndbmeenu sic®6 ¢ Pour c°6 c% nous
[ clu 1
avons
d 00 d 00
C ~C
co0 = 4 (U 1) c0
d u=1 du u=1
—~c00 d —~c00
= + u 1) —
coO ( cO
u=1 du u=1
_ ~COO
c? u=1

et alors, I'equation (4.2) devient
X

—~c00

o T dic® d(c): (4.3)

c00c0 ¢00 ¢
Nous obtenons ainsi une condition necessairepour qu'une variete de carquois O soit

rationnellemen lisseen Oco:

Prop osition 4.2.2 Soit O, une variete de carquois de type A;D ou E. Si O, est
rationnellement lisse en Oco, c® ¢ alors
X

0

o =dc) d)

c00¢c0 ¢00 ¢

Utilisons maintenant les resultats obtenus dans la section preederte pour le casAp.

Th eoreme 4.2.3 Soit O, une variete de carquoisde type A. Si O, estrationnellement

lisse en Oco, c® c alors
e( ;cY =dim(Eq) d(c) = codimg,(Oc)

ou la sommeest sur tousles 2 Sqp(c9 tels quec®+ op C.

Preuve. En appliquant la proposition 4.1.3 et le theoreme 4.1.6 a I'equation de la

proposition 4.2.2, nous obtenons

X e( ;cY+ X e( ;c9)=dcY d(c) (4.4)

2Sop(cY) ozis op(cH
cY+ op C
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et il ne reste qu'a montrer que

X
e( ;c9 = dim(Eq) d(cY:
2Sqp(c9)
Mais cecin'est que le lemme (3.2.1)

dim(Eq) d(c) = e(cY;e(cd = X e ;e st = X e( ;cY
sit=1 2Sop(cY

Pour comprendrela sommedansle theoremeprecedert, il faut determiner quand est-ce
que nous avons c®+ op c. Il y ad'une part le theoreme 1.2.4 qui donne descriteres
equivalents et nous nous en servirons dans la section suivante. D'autre part, il y ale
lemme suivant qui donneun critere su san t dont nous nous servironstout de suite. Le
lemme est vrai danslescasA; D;E (noter que danslescasD et E, R(h;k) ne forme

pas un rectangle dans le carquois d'Auslander-Reiten).

Lemme 4.2.4 Soit Q = (Q% Q') un carquois de type A;D ou E et soit c 2 N de

i-homageneite d. Soith! k 2 Q' une echequelonqueet c°2 N deni par

8
g 0 si t2R(h;k)

o= 5 G+ Crhk) S '2f n kg
: Gt autremert:

Autrement dit, si O estl'orbite Gg f, f 2 Eq4, alors Oco= Gy flave
8

2 f; si fi;jg6 fh;kg

£0 =
"2 0 si fiijg=fhkg

Alors

Preuve. Pourt 2 F nf0g, soit g' 2 Gq de ni par
8

; 2t Idrq; sii estdansla composarte dek dans nfh! kg
9= _
~ ldgg;  sinon.
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8
. 00— .o _ 2 0 sifijg=fhkg
Or soitf 2 O¢. Il sut de montrer quef”2 O ou fij =
- sinon.

Alors

(¢ f)j = g,t fi (o) *
2 tfw sifi;jg= fh;kg

> .
- f5  sinon

carsifi;jg6 fh;kg alorsi et sort dansla mémecomposarte de nfh! kg. Mais

gt f 2 Oc pourtout t 2 F nfOg et quandt tend vers 0, alorsg' f tend versf© d'ou
f02 Og.

Maintenant, nous consiceronsle casspecial c°= c° avec

8
0 20 si ! n%st pas une racine simple
G = ,
T odi si t= i

Noter que O.o consisteseulemen en I'elemert neutre de E4 et alorsc® ¢ pour tout
¢ dei-homogereite d et dim(Oco) = 0. Pour chaque edei! j 2 1 notonspar j
. . i def )
I'operation elemertaire 0! e, ! e+ ;! e ! Oetsoitc = %+ op i: Noter

bien que cl 2 N sietseulemen sid; et d; sort non-nuls et que dans ce cas
Oci = ff 2Eqjrk(fij)=1letfpn =0sifi;jg6 fh;kgg

Alors Sop(c®) = f j ji! j2 !etdid 6 0g. Ainsi
X X
e ;¢ = did; : (4.5)

2S op(c0) il
cO+ op c

- . . def P
Nous utiliserons la notation suivante: ca = 54 G.

Lemme 4.2.5 Pour chaquearétei — j 2 Q1 telle qued;;d; 6 0, nous avons

Cij c , Cr(ij) 1
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Preuve. Supposonssansperte de gereralite quei ! j. Soitcl c. Par la proposition

1.4.1, nous avons 8
B 2 d [er m;e(c)] si i<j
RGij) = 5 Lo
- di [er mie(Q)] sioi>]
tandis que [e r m;e(ci)] = d 1sii<jet[er piec) =d 1sii>]j.
Mais commec! ¢, le theoreme1.2.4implique quefe = ;e(cl)] [e = u;e(c)] et

[e & [i];e(cij )] [e = n1;e(c)], d'ou Cr(i;j ) 1.

Pour montrer l'autre implication, supposonscg;) 1. Soit c®2 N donne par

8

%dh si '= 4, h6ij
0= dh  Crejy Si = nih=

%CR(i:j) si t= o+

-0 autremert:

En appliquant le lemme 4.2.4 successiemert a chaque ecde(h! k)6 (i! j), nous

voyonsquec® c. Mais ¢! cCparcequec! + (cr(j) 1)op i =c® Donccl  cC

Maintenant, nous pouvons demortrer notre resultat principal:

Th eoreme 4.2.6 Une variete de carquois de type A, est lisse si et seulementsi elle

est rationnellement lisse.

Preuve. Une variete estrationnellemen lissesi elle est lisse (c'est une consequencedu
fait que la cohomologied'intersection d'une variete lisse est la cohomologiesinguliere).
Il faut alors montrer l'autre implication. Une variete de carquois de type A, est par
de nition l'adherenceO. d'une orbite O, de l'action du groupe Gy = Q{‘zl GLg (F)
sur l'espacevectoriel Eq = i1 j20 1Homg (F9:Fd). Ici d est!l'i-homogenreite de c.

Supposonsque O est rationnellemert lisse. Alors le theoreme 4.2.3 en combinaison
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avecle lemme preadert et (4.5) donne

X
dim(Eq) d(c) = did;: (4.6)
CR(:.:J_ J):O

Alors frk = O pour tout h! k2 F (parce quesifn 6 O alors crnk) 6 0) et O¢ est
un produit direct

o 1 0 1
L M M

O.= @ fofmg,'ih! k2Qf g 2GLy(F)8i2QgA @ 0A:
1=1 h! k2F

. L L
Soit Eqy = | I(lelHom,:(FO'h;FO'k), (I1=1;2:::;j F j+1). Alors
0. _. 1 0 1
It M M
Eq=@ EqA @ Hom g (F 9 ; F9%)A
=1 ht k2F

_ L ig; L
et O; et O; sort dans  |-)™* Eg; 0. Or
1

M
dimEg dim( Ed:) dim( Hom g (F % ; F %))
I=1 h! k2F

dndk EY dim(Eq)  d(c):

h! k2F

— L iE; pp— .
Donc O; =  1-)*" Eqy et ainsi O estlisse.

est de i-homageneite d, les varietes lissessont les 2" 1 varietes suivantes:
f(fj)2Eqjfj =08i! j2Fg

ou F parcourt tous les sous-ensemblesle 'ensembledes echesdans Q.
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4.3 Lissit e rationnelle pro jectiv e

Dans cette section, nous donnonsla liste complete des varietes de carquois de type A
dont la projectivisation est rationnellemert lisse. Soiert Q = (Q% Q%) un carquois de
type A, et i adapte a Q. Soiert ¢ 2 N de i-homogereite d et c© ¢ l'unique -
vecteur tel que dim(Oco) = 0 (Oco \est" I'elemert neutre de Ey4). Pour chaque ede
il j2QYsoitcl =c®+opi,ou j : 0! e, ! e, ! e, ! 0 On
dit que la variete de carquois O est projectivement rationnellement lisse si O est
rationnellemert lisseen Oo pour tout c® ¢;c®6 cO: Par de nition, ceciest equivalert
aceque &= vic) d©) pourtout c© ¢;c6 c%: Alors la projectivisation de O, est

rationnellemert lissesi et seulemen si O. est projectivemert rationnellemert lisse.

Le theoreme 4.2.3 nous dit que si O, est projectivemert rationnellemert lissealors

X ;
e ;c')=dim(Eq) d(c)
28 op(cil )
cl +op c
pour tout i ! j 2 QY An de pouvoir calculer le membre de gaude, il nous faut

d'abord les lemmessuivants qui nous donnert descriterespour quec + op C.

Lemme 4.3.1

ch+op i, Crey 2

Preuve. Supposonsd'abord quecg(j) 2. Soitf 2 Oc et de nissons f O par

8

2 . . _ .
(0 = fj si(h! k)y=(@G"! j)

2 0 sinon

Soit c°2 N de la mémei-homogeneite que ¢ tel quef®2 Oco. Alors ¢l + op i +

(crgjy 2)op @ =cSdouch +op i cOparle theoremel.2.4. Mais par le lemme
424, nousavonsc® cdoucl +op i c.
Soit maintenant ¢l + op i C et supposonssans perte de gereralite que i < j.

Alors par la proposition 1.4.1.6, nous avons [e r (j;€(C)] = di  cr(j) tandis que
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h ) [ )
er ;e(c" +op i) =d 2. Mais commec! + op i c, le theoreme 1.2.4
implique
P h ) [
er ne(c +op 1) [er ;ec)]

d'ou Cr(i;j ) 2.
Lemme 4.3.2 Soienti! j;h! k2 Q'telsquefi;jg\ fh;kg=;,cl cetck c.

Alors

cl +op ™ ¢

Preuve. Soitf 2 O, et de nissonsf °par

8
2 . . .

f)?y: fyy sSix! y2fil j;h! kg
20 sinon

Soit c°2 N de la mémei-homogereite que c tel quef®2 Og. Alors ¢l + op n +
(Crijy 1)op i + (crky 1)op t = cletainsicl + op cOet par le lemme

4.2.4nousavonsc® c.

Notons Q% le sous-enserble des sourceset puits de Q°, ie. Q% = fi 2 Q0 j
i estune sourceou i estun puits dansQg. Pour t 2 f1;2;:::; g, on dit que x 2
Supp( ') est une source (respectivemert un puits) dans Supp( !) s'il n'y a pas de
ede x y (respectivemert x ! y) avecy 2 Supp( !). PosonsSupps( ') =
f sourcesdans Supp( ')g et Supps ( ') = fpuits dans Supp( !)g.

Lemme 4.3.3 Soients;t2 f1;2;:::; getx2 QC Si[e s;e :]= 1alors

Supp( )\ Supp-( )6 ; et Supps( 5)\ Supp( V)86 ;:

En particulier, si [e ;e ] = 1 alors x 2 Suppe( ') etsi[e ;e ] = 1alorsx 2

Supps( ).
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Preuve. Notonse s par (Vi;fj), e « par (ViO,fi?) et soit g2 Hom (e s;e ) nf0g. Soit
x 2 Q% tel quegy 6 0, doncx 2 Supp( )\ Supp( !). Alors six 2 Suppe( 1), il existe
une edex! y2 Qtavecy2 Supp( ') etg, fx =f2 g6 0. Par conequen
y 2 Supp( S). Alors siy 2 Suppe( !), nousrepetons le mémeargumert jusqu'a ce que
nous trouvons un z 2 Supp( $)\ Suppe( ). La preuve de Supps( )\ Supp( !) 6 ;

est similaire.

Lemme 4.34 Soitt2f1;2;:::; g. Alors

e el = yasume( O
(e ] = osupe( 40
[e ;e(ch)] = szsupps( tydx + [e «;e(op )]
[Bc)ie ] = sosuppy( G * [e(0p T)ie ]

Preuve. Nousavonscl = Osi S n'est pasune racine simpleet c2 = dy si S= .

Ainsi P p
(e t;e(CO)] = x2Q0[e ;e x]dx = X2 Supps ( t)dX

P
et [e(co);e t] = x2Q0[e x1 € t]dX = X2 Suppp ( ‘)dX

par le lemme precdert.

Lesequationspour e(c’ ) sort desconequencesesequationspour e(c?) et du fait que

cl =c0+op i.

Pour s;t 2 f1;2;:::; g, nous de nissons (s) = jSuppe( )\ Supp( 9)j, Xs) =

jSupps( ')\ Supp( °)j et
8
(9 = i W(s) 1 Si [esie =1
T (s) sifes;et]=0

8
fo _2 As) 1 sifees]=1
t(S)—> o .
T i(s) sife ;e s]= 0O

Noter quef(s) Oet f %s) 0 par le lemme 4.3.3. Nous avons le lemme suivant.
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Lemme 4.35 Soitt2f1;2;:::; getc2 N dei-homageneite d. Alors
X X fo
[e «;e(c)] = Ox £(S)Cs
x2Supps( 1) s=1
et
X X
[e(c);e «]= O fe(s)Cs
x2Suppp ( 1) s=1

Preuve. Nous ne prouvons que la deuxieme egalite car la premiere se demortre de
facon analogue. Nous voulons calculer [e(c); e (] = P <=1 Gs[e s;e «]. L'ensenble des
s2f1;2;:::; g pour lesquelsfe s;e «] & 0 estinclus dansla reunion [ x2supp, ( 1)fS]
x 2 Supp( S)g et la fonction ((s) compte le nombre d'elemerts x dans Suppe( ')\

Supp( ®). Ainsi

X
csle s;e ]
=19 1
X X X
= @ cle s;e (A ( t(s) 1csle s;e]:  (4.7)
Xx2Suppp (1) s:x2Supp( 3) s=1
P
Or  sx2supp( ) Gs = dx, donc
X
Cs[e s;e «] = dy (L [es;e]):
s:x2Supp( S) s:x2Supp( S)
De plus,
X X

X
(1 [es;e])= t(s)Gs(1 [e s;e «])
x2Suppp (1) s:x2Supp( 3) s=1

et alors (4.7) devient

0 1
X X X
@ dx t(s)cs(1 [e s;e A («(s) Dcsle s;e ]
x2Suppp (1) s=1 s=1
X

= dy f(s)cs
x2Suppp (1) s=1
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Lemme 4.3.6 Soitj 2f2;:::;n 1g;i=j 1,k=j+ 1 Supmsonsquec’ c et

cdk c. Notons Oloperation elementaire

O!ek!ei+j+k!ei+j!0

(respctivement0! e .+ ;! e+ ,+ ! e ! Odepndantde l'orientation des

echesi—j —k). Alors
1. Sij 2QY, alorscl +op ix cet

chtop’ ¢, Crex) 1
2.Sij2QY alorscl +op * cet

] i
c+opik ¢, c, d 2

Preuve. Supposonssansperte de gereralite quei ! j. Montrons d'abord 1. Comme
j 2Q%, nousavonsi ! j ! k dans Q. Notons par (w;j) la position ( P(j))
du j -ieme module indecomposable projectif P(j) dansle carquois d'Auslander-Reiten.
Alors ( j) = (w;n) et nous pouvons preciserles positions desracines i; ;, i+

i» j+t ket i+ j+ commedansle tableau suivant (il y a quatre caspossibles):

cas () ( « C i+ 3 i+t W i+ i+ W
I (w+1, n) (w-1,n) (w+1, n-1) (w, n-1) (w+1, n-2)
I (w+1, n) (w-1,j+1)  (w+1, n-1) (w, j) (w+1, j-1)
1| (wH-1, n+2)  (w-1,n)  (W+-1, n+1)  (w,n-1) (W+H-1, n-)
IV | (wH-1, n-j+2)  (w-1,j+1)  (wH-1, n-j+1) (W, j) (W+j-1, 1)

Le carquois d'Auslander-Reiten estillustr e dansla gure 4.1. Nous montrons d'abord

queci + op ik c. Noter quecl + op ik = clk+ op i . Rappelonsque

j 0l e; e+ ;! e 1O

jk 0t e, e+ e !0
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Figure 4.1 Deux sthemasdu carquoisd'Auslander-Reiten dansle casi! j ! k.

et que par le theoreme 1.2.4, nous avons
dk+op i ¢, [ee@)]+[e;e(op 1) [ere(c) 82fL2::: o

De plus, [e t;e(cK)] [e t;e(c)] (car ik ¢) et

-

[e e(op 1) = glee l+[eve . ] [ee ]
_ 2 1 sile ;e ]=1letle ;e + [=0
2 0 sinon
parce que la suite Hom-Ext (e «; jj) estexacte.
Ainsi clk+ op i c siet seulemen si

8t tel quele ;e ]=1let[e ;e ,+ ;]= 0; nousavons[e i e(d] > [e «;eo):

Fixons un tel t. Alors d'une part, i 2 Supps( ') par le lemme 4.3.3 et d'autre part, par

la proposition 1.4.1, nous avons

IV ©

( H=(w+1n) danslescasl etll
(4.8)

Vv

( H2f(w+an a+1)jl1 a | 1g danslescaslll et IV:
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Ainsi, par la proposition 1.4.1,nousavons[e «;e(op k)] = [e ;e J+[e e+ ]

[e ;e ;1= Oetalorspar le lemme 4.3.4

» X
[e «;e(c! )] = dy:
x2Supps( 1)
i . . P

Pour montrer quecik+op i ¢, il sut doncdevoir quele :;e(c)] < x2Supps ( 1) -
Le lemme 4.3.5implique que

X X fo

e ;e(c)] = dly As) cs:
x2Suppg( 1) s=1

Par (4.8), '= | danslescasl etll. Commei estunesourcedeQ danslescaslll et IV,

ceciimplique quei 2 Supps( ') danstous lescasl{IV. Par (4.8) et par la proposition
1.4.1,nousavons[e ;e s] = 0 pour tout s 2 R(i; j). Mais commec! ¢, il existeun
s 2 R(i;j) tel quecs 6 0 et commei 2 Supp( °)\ Supps( '), nous avons | sy 1.

P P
Ainsi = ¢ 1f Ys)cs let[e ;e(c)] < dx, cequ'il fallait demortrer.

x2Supps( ')

Nous montrons maintenant la deuxieme partie de 1, a savoir

i o

c! + op C, CR(ijk ) 1
Rappelonsque °: 0! e e+ e« 1 0. Noter quet 2 R(i; j; k) siet
seulemen si la position de ! dansle carquois d'Auslander-Reiten est dans le rectangle
dont lescoinssort (w+ 1;j 1);(w+ Ln 2);(w+j L1);w+j ILn j), plus
precismert

t2R@;j; k), (H2f(w+ab ajl1 a j 1,j b n 1g
Supposonsd'abord queci +op ° c. Soitttel que ( ') = (w+1; n 1). Alors parla
. P "

proposition 1.4.1,[e «;e(c)] = di  Crijk ) €t[e t;e(c! + op 9 = d 2rGjk) (@ +
op ). Mais pourt 2 R(i;j; k), nousavonsc! = 0,0op° = 1si '= ;+ |+ |
et op = 0 sinon. Donc [e «;e(cl + op )] = di 1. Mais par le theoreme 1.2.4,
ci +op ” cimplique quele ;e(c)] [e ;e(c! + op )], dou creijx) 1.
Pour montrer l'autre implication, supposons maintenant que Cggi;k ) 1. Parle

theoreme 1.2.4, nous avons

cdl+op ° ¢, [ec);e ]+ [e(op );e:] [e(c);e:] 8t2fL2:::: g
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De plus, [e(c );e «] [e(c);e (] (carcl c) et

[e(op 0);et] e ;ed+[e .+ + e [e .+ ;e]

8
_ 2 1 sile .;e=1letle + + ;=0

2 0 sinon
parce que la suite Hom-Ext ( %e 1) estexacte.

. . H 0 . .
Ainsi ¢! + op c si et seulemetn si

8t tel quele ;e «]=letle .+ ,+ ;e = 0; nousavons(e(c’);e «]> [e(c);e I:

Fixons un tel t. Alors d'une part, k 2 Suppe( ') par le lemme 4.3.3 et d'autre part,

par la proposition 1.4.1, nous avons

8 9
% f(w 1,n);(w;n 1)g casl %
fw L,b;(w;b 1)jj+1 b n casll =
(Y 2 ( ); ( )] g 4.9)
% fw 1+an aj0 a | 1g caslll g
f(w 1+ab aj0 a |j 1,j+1 b ng caslv:’
Ainsi, par la proposition 1.4.1,nousavons[e(op i);e (= [e ;e ]+ [e + ;e ]
[e ;;e t]= Oetalors par le lemme4.3.4
, X
[e(c");e «]= dy:
x2Suppp ( 1)
Alors an de montrer queci + op ° ¢, il sut de voir que
X
[e(c);e t]< dy:
X2Suppp ( 1)
Le lemme 4.3.5implique que
X X
[e(c);e «]= dx fi(s) cs: (4.10)
x2Suppp ( 1) s=1

Par (4.9), '2f y; ;+ xgdanslecasl. De plus, k estun puits de Q danslescasl|
et IV. Dansle caslll, la position de ! dansle carquois d'Auslander-Reiten est sur la

diagonaleentre et j+ j+ |, par(4.9). Danscecas,lesracinessur cette diagonale



82

sort preciemert lesracinespositives tellesquek 2 Supp( ) et (k+ 1) 2 Supp( ). (En
e et, ceciest une congequencefacile de la proposition 1.4.1 et du fait que cesracines
sont caracteriseespar [P(k);e ] = 1 et [P(k+ 1);e ] = 0.) Ainsi dans tous les cas
I{IV, nousavonsk 2 Suppp( !). Soit sgp 2 R(i;j; k) tel quecs, 1. Un tel sg existe
puisque Cr¢ijky 1. Danslescasl et |, nous avons par (4.9) et par la proposition
1.4.1,[e so;e t] = 0. Mais commesg 2 R(i; j; k) implique que k 2 Supp( 5°), nous

avonsf¢(sg) 1,dou

(4:10) X
[e(c); e ] dy f(so) Csp
2S t
X u>r(>pp( )
< dy;
x2Suppp ( 1)

cequ'il fallait demortrer.

Considerons maintenant les caslll et IV. Si[e so;e (] = 0 alors le m&me argumert
que danslescasl et II montre que [e(c);e t] < P X2 Suppp ( tydx. Sinonfe so;e «] = 1.
Commesp 2 R(i; j; k) alors la proposition 1.4.1en conmbinaison avec (4.9) implique que
t 2 R(i; j; k), donc en particulier i 2 Supp( '). Noter quei > 1 (car sii = 1 alors
le caslll estle casl et le caslV estle casll) et quei est une sourcedans Q. Ainsi
(i 1) i2Qtetil existexy < i tel quil y aun chemin dansQ dei jusqu'a x; et

X12 Suppe( ).

Nous allons montrer quex; 2 Supp( %) (i.e. [P(x1);e so] = 1). Noter que ( Pkly =
(w+ 1;x1), ou P[x1] 2 f1;2;:::; gesttel quee pi,;) = P(X1). Disonsque ( %0) =

(w0 a% et que (Y = (wl;al). Alors commesg 2 R(i; j; k), nous avons

w+l w® w+j 1 et w+j wl+a

D'autre part, [P(x1);e ] = 1impliqgue quew+ 1 w! w+ xq, et[e so;e]=1

implique quew® w?!. Ainsi

w+l w® w! wt+x; et wtxi+1 w+j wl+a® w+n I<w+n+1l

et par la proposition 1.4.1, ceciimplique que [P(x1);e so] = 1. Alors k et x1 sort des
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elemerts de Supp( °)\ Supps( ') etainsif(sp) 1. Par conequert,

(4:10) X
[e(c); e t] dx f(So) Cs
2S t
X u>r(>pp( )
< dy:
x2Suppp ( 1)

Cecitermine la preuve de 1.

Maintenant, nous montrons 2.

Commej 2 Q%P, nousavonsi ! |j k,donce ; = P(j). Notons par (w;]) la position
( j) de j dansle carquoisd'Auslander-Reiten. Nous pouvons preciserles positions
desracines i; , i+ j;, j*+ ket j+ j+ K commedansle tableau suivant (il

y a quatre caspossibles):

cas (i) C W Ci+t ) 3+t 6 it 5+ 4«
| (w+1, n) (wtj, 1) (w+l, -1)  (w,j+1) (w+1, J)

[ (w+1, n) (w+j, n-)  (w+1, j-1) (w, n) (w+1, n-1)
[ | (wHj-1, n-j+2)  (w+j, 1)  (w+-1, 1) (w, j+1) (w+j-1, 2)
IV | (WHj-1, n-j+2) (w4}, n-j)  (w+j-1, 1) (w, n) (w+j-1, n-j+1)

Le carquois d'Auslander-Reiten est illustr e dansla gure 4.2. Nous montrons d'abord

quecl + op ° c. Rappelonsque °: 0! e . ! e,x ,+,! e,! 02 Sy

Par le theoreme 1.2.4, nous avons
ci+op ” ¢, 8t2fL2:::; g [e e )+eeop ) [e;e):

Deplus[e i;e(ci)] [e t;e(c)] (carcl c) et

[e «;e(op 0)] e ;e .+ ]+[ece + + ] [eve ]

8
2 1 sile ;e J=1let[e ;e + + ]J=0

> .
0 sinon

parce que la suite Hom-Ext (e «; 9 estexacte.
Ainsi ¢l + op ° c siet seulemen si

8t tel quefe ;e ]=let[e ;e .+ ,+ 1= 0; nousavons[e «;e(c!)] > [e «;e(C)]:
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Figure 4.2 Deux sthemasdu carquois d'Auslander-Reiten dansle casi ! | k.

Fixons un tel t. Alors d'une part, k 2 Supps( ') par le lemme 4.3.3 et d'autre part,

par la proposition 1.4.1, nous avons

8 9
§ f(w+a;j+1 aj2 a jg dansle casl %
fw+ab aj2 a j,j+1 b ng danslecasll =

( Y2 ( ) ] i g (4.11)
% f(w+j; 1)g dansle casll| %
flw+j;bjl1 b n jg dansle caslV: -

Maintenant nousappliquonsla proposition 1.4.1et nousobtenonsdans chaquecasKIV

quele ;e(op 1) = [ee ]+ [ee + ;] [e«e ]= 0etalorsparlelemme
4.3.4,
; X
[e t;e(c")] = dy:
x2Supps( )
Pour montrer quecl + op ° ¢, ilsut doncde voir quele ;e(c)] < xasupps( ) dx-

Mais [e «;e(op 1¥)] = [e ;e ]+ [e e+ ] [eqe ]= 1(par(4.11)) et alors

le lemme 4.3.4 implique que [e ;e(cl¥)] = d¢ 1. Commeck ¢,

x2Supps( 1)
nous pouvons appliquer le theoreme 1.2.4 et nous obtenonsfe ;e(c)] [e «;e(cl¥)] <

P . .
x2supps ( 1) dx, cequ'il fallait demortrer.
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Nous montrons maintenant la deuxieme partie de 2, a savoir

ch+opix ¢, ¢, d =2

Rappelonsque j, : 0! e, ! e,+ ! e, ! O Supposonsdabord quecl +
op ik ¢, i.e. 9t tel que

[e,;ed=1[e,+ sed=[e,;e]=0et[e(c);e ]=[e(c);e ] (4.12)

i
(par le theoreme 1.2.4, par le fait que c'l c et parce que [e(op ik);e ] = 1siet
seulemen si[e ;e = 1let[e ,+ ;e:]=[e ;e ]= 0). Alors par la proposition

1.4.1, nous avons
8

(Y 2 2 flw+a;j a@j0 a | 1g danslescasl et 11l
>

2
flw+a;b ajo0o a j 1,j b n 1g danslescasll et IV. 7

Nous voulonsmontrer quec ;, dj 1,ie.c, =d 1lcarcl c. Il yadeuxcasa

distinguer et chacun pos®de plusieurs sous-cas.

1. k 2 Supp( !), donc
( H2f(w+a;j aj0 a | I1g (4.13)

1.1 Y= j:Alors [e(c);e :]= c, carj estun puits dansQ et [e(c! );e «] =
di 1. Par (4.12), ceciimplique quec ; = d; 1.

1.2 Y= i+ j:Alors [e(cl);e]= P x2Supp, ( 1) Ox Par le lemme 4.3.4. Mais
par (4.13) et par la proposition 1.4.1,nousavons|[e s;e ] = O pour tout s 2
R(j; k) et ainsi, le lemme 4.3.5 implique que [e(c); e ] P X2 Suppp ( 1) dy
Cr(jk)- Mais [e(c");e ] = [e(c);e «] par (4.12), donc cr(jk) = O, ce qui

cortredit le fait queci® c.

1.3 Supp( ') = faja+ 1;:::;i;jg; a< i. Alors sii n'est pas une sourcedans

Qousii= 1(casl etll), nousavons ( i+ )= (w+ 1;j 1)etalors
. . P

e+ ;;e = 1(par (4.13)) et ainsi[e(c” );e ] = yosupp,( 1) dx (Par le

lemme4.3.4), d'ou cg(jk) = 0 commedansle cas1.2. Sinon, i estune source
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dans Q et il existe x; < i tel qu'il y a un chemin dans Q dei jusqu'a x1
et X1 2 Suppe( ') (caslll et1V). Deplus, ( i+ j)=(w+j 11)et

comme '6 ;+ j, nousavonsfe + ;e:]=Oet[e(c)e ]=d 1+

P
x2suppp( 1) Ox par le lemme4.3.4. D'autre part,
x6j
X X
[e(c); e (] cs[e s;e ]+ dy
s2R(j)[ R(x1) x2Suppp (1)
X X6 X1
= Cc;+ Cs[e s;e ]+ dy
s2R(x1) x2suppp (1)
X6 X1

carsifes;et] = 1,52 R(j) et s 2 R(xy), alors = j puisquek 2z

S
P
Supp( '). Ainsi (4.12) implique qued; +dy, 1 c [t s2R(x) Gsl€ s;e ],

douc, =d; 1. Cecitermine la preuve dansle premier cas.

2. k2 Supp( Y, donc ( YH2f(w+ab ajo0o a j 1,j+1 b nget
alors nous sommesdansle casll ou le caslV. Ainsi k est une sourcedans Q et
k < n. Donc il existex, > k tel qu'il y a un chemin dansQ dek jusqu'a x et tel

que X estun puits dans Supp( ).
2.1i2Supp( '), donc ( H2f(w;bjj+1 b ng Danscecas

X o . .
( d) 1 “F* [e(cl)e "2 [e(c);e ]
x2Suppp (1)
X

4:3:5
= dx f(s)cs
x2XSur>pp( Y s=1 X
csle s;e ]+ csle s;e ]
sZR(jg< s2R(x2)
csle s;e ]+ dy:
S2R(jix 2) x2Suppp (1)
X6 X 2

P
De plus, [e s;e ] = O pour tout s 2 R(i) et alors = gr(j)Cs[e s;e ]

d crij) d 1. Donc forcemert

X
cle s;edJ=d 1 Csle s;e t] = dy,
s2R(j) s2R(x2)



87
P .
el sR(ix) Csl€ s;e (] = 0. Mais

X
csle s;e t] csle s;ed]=c,
s2R(j) s2R(jix 2)

cari 2Suppy( '), douc, =d 1
2.2i 2 Supp( Y).

2.2.11 = louin'estpasunesourcedansQ. Alors ( i+ ;)= (w+1,j 1),

doncnousavonsfe . ;e ]= 1etainsi

T 42 e 0“2 fe(e)ie ]

x2Suppp ( 1)
X X

= dy fi(s)cs
X2 Suppp ( 1) s=1

ou la derniere egalite estvraie par le lemme4.3.5. Donc f ((s)cs = 0 pour
tout s. Mais pour s 2 R(j; k), nousavonsj 2 Supp( °)\ Supps( !) et
sile s;e«]= lalorsj; x2 2 Supp( S)\ Suppe( '), doncf(s) 1et
ainsi cr(jx) = 0. Ceci cortredit le fait quec/® c.

2.2.2i estunesourcedansQ eti 6 1. Donc (i 1) 1! | k! (k+ 1)
est un sous-carquoisde Q (casIV) et ( i+ )= (w+j 11). Si
[e ;+ ;e ] = 1alorsle mémeargumert que dansle cas2.2.1 menea
une cortradiction. Sinonfe .+ ;e = Oetil existex; < i tel quil y a

un chemin dans Q dei jusqu'a x; et tel que x; 2 Supps( !). Alors

X
dX]_ + d] 1+ dX2 + dx
x2Suppp ( Y)nfx1;jix 29
124 Te(cl ;e 1]
422 [e(c);e «]
X X
= ¢, + csle s;e ]+ dx
s2R(x1)[ R(x2) X x2Suppp (- )nfxiijix 29
cj+dxl+dX2+ dy;

x2Suppp ( Y)nfx1:jix 29

douc, =d 1
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Ainsi nous avons montre quec! + op ik c¢) ¢, =dj 1 Maintenant, soit ¢ +
op ik c. Alors pourtout t 2 f1;2;:::; g; [e(c! + op ix);e ] [e(c);e «]. Pour
Y=, ceciimpligued; 2 c , parcequej estun puits dansQ et alorsfe s;e «]J=1

siet seulemen si = ;.

Donccl +op ix ¢, c ;g 2,cequi termine la preuve du deuxiemecaset du

lemme.

Prop osition 4.3.7 Soitc2 N telquec® cpourtoutx! y2 QL Soiti! j2 Q?t
et notons par h; h 6 j l'autre sommetadjacent a i dansQ si un tel sommetexiste (i.e.
si 1< i< n)etnotons par k; k 6 i l'autre sommetadjacent aj dans Q si un tel

sommetexiste. Donc h — i ! j — k estun sous-@arquois de Q. Alors

+dy V(Crenijy=0eth! i)
+dn(dh 1)V(c, =d leth i)
+dk V(Crgijk) = 0etj ! k)
+d(d )V, =d letj k)

X

2S op(cl )
cl+op ¢

J
8
% (d 1)(d 1) V(crgij)=1)

ou V(A) = 1si A estvrai et V(A) = 0 si A estfaux.

Preuve. Soit 2 Sep(c!), :0! esi! V! es! 0.Alorscl letcl, 1let
lesracinescorrespondantes 1; 52 sort soit simplestous lesdeux soit I'une d'entre elles
estegalesa + ; etlautre estsimple. Supposonsc! + op c, alors par le lemme
4.3.2nouspouvonsexclurelecasou f 5t; S2g=f ; ygavecfx;yg\ fi;jg= ;. Pour

les autres casnous avons

f s, s2g e( ;cl) condition equivalerte acequec! + op ¢
f i g (di  1)(d 1) CrGj) 1
f n ig dn(di 1) i2Q% etc, d 1
f i «9 de(dy 1) j2Q% etc, d 1
f i+ 5 no dn, i 2Q%p et crenij)= 0
f i+ j; k9 dy j 2Q2p et creijk) =0
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ou la derniere colonne est donnee par leslemmes4.3.1 et 4.3.6. Or comme nous avons
suppos que ¢! c il faut quecgiyy L ¢, d letc, d 1 doula

proposition.

Supposonsmaintenant que O. est projectivemert rationnellemert lisse mais pas lisse,
i.e. O¢ est rationnellemert lisse en Oco pour tout c® ¢; c®6 c@ et O n'est pas

rationnellemert lisseen O. Supposonsde plus quec! ¢ pourtout i! j 2 Q.

Par le theoreme 4.2.3la codimensionde O est egalea la somme
X .
e( ;c")
2s op(Cij )
cll + op c
et celaquellequesoitla edei! j. Nousavonsdonne uneformule pour cette somme
dansla proposition precederte. D'autre part, le lemme (3.2.1) implique
; 1 X 1 X
codim(O¢) = [e(c);e(c)]” = CsGile ;e s = e( ;0 (4.14)

sit=1 2Sep(C)

Nous allons analyser cette sommemaintenant.

Lemme 4.3.8 Soit ¢ 2 N tel que O est projectivement rationnellement lisse mais

paslisseettel quec! ¢ pourtouti! j 2 Q. Alorscrgjy = 1pourtouti! j 2 QL

Preuve. Supposonsle cortraire (i.e. il existei ! j 2 Q! tel que Cr(ij) 2), alors

c,<d 1letc, <d 1, doncpar la proposition 4.3.7
codim(O¢) = dn V(Crenijy = 0e€th! i)+ di V(creijky=0etj! k)

De plus codim(O.) 6 0 car sinon O est lisse. Supposonssansperte de generalite que
i <j. Danslecash! i; j ! k, lecarquoisdAuslander-Reiten estillustr e dans la

gure 4.3. Dans cette situation, nous avons les operations elemertaires suivantes:

0! R(KYnR(;j; k) ! ::v R@;j)nR@G;j; k) O
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Figure 4.3 Le schemad'un carquoisd'Auslander-Reiten dansle cash! i! j! k
0! R(;j)nR(h;i;j) ! =2V R(h)ynR(h;i;j)! O
ou la notation 0! Al :::1 B! Osignie quepourtout s; 2 A;s; 2 B il existe

une suite exacte non-scinckee0! e s; ! V! es, ! 0. Alors par (4.14),
codim(Oc) (A Creijk )(CRGij)  CRGijk )+ (CRGj)  CRr(hii ))(dh  Creniij ))

= 2codim(QOg)

ce qui estimpossible.

Danslecash ! i! | k (respectivemert h it ) ! k), le memeargumen
donne codim(O¢)  2dhV(Creni;j) = 0) = 2codim(Oc) (respectivemert codim(Oc)

2 dkV(Cr(ijk )y = 0) = 2codim(Oc)). Alors tous les cas menert a une cortradiction.

Nous allons maintenant classi er les varietes de carquois de type A, qui sort projecti-

vemert rationnellemert lisses.La premiere etape est le lemme suivant.
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Lemme 4.3.9 Sin 4 alors il n'y a pas de variete de carquois O de type A, qui

est projectivement rationnellement lisse mais non-lisse et telle que c! C pour tout

il j2QL

Preuve. Supposonsle cortraire. Par le lemme 4.3.8, nous avons Cr;j) = 1 pour
tout i ! | etalorsil y a4 typesde candidat ct;c?;c3;c* clas®s selon leurs valeurs
sur R(1;2;3) et sur R(2;3;4). A savoir (Ck(1.9.3): Cr2izay) = (0:0); (CRa:2.3) CRiz:3i4)) =
(1;0): (123 Rzizay) = (0:1)i (CRui2.3) CRz:3i4)) = (1;1): On obtient le tableau sui-

vant:
C | CR1:23) CR(2:3:4) c, C, Ci+ 5, Cot 3 C .+ ,+ 5
ct 0 0 d 2 d3 2 1 1 0
c? 1 0 d 1 d 2 0 0 1
c? 0 1 d, 2 d3 1 1 0 0
c* 1 1 d 1 d3 1 0 0 0

Noter queds 2 danslescasc! et c? etqued, 2 danslescasc! et c®

Par symetrie, nous pouvons supposersansperte de gereralite quel 22 Q. Alors
pour les 3 premieres edies, il y a 4 orientations possibles: Q1 = 1 2 3
4:::;, Q=1 2 3! 4:::;, Qz3=1 21 31 4:::;, Qs=1 2! 3 4::..

Les carquois d'Auslander-Reiten correspondants sort illustr esdansles gures 4.4-4.7.

Dans chaque cas, il y a les operations elemertaires
0! R(G)nR(@G;j)! ::! R@)NR(;j)! O

pour tout i ! j, doncla codimensionde O; estau moins D aef (dg 1)(d> 1)+ (dy

1)(d3 1)+ (d3 1)(ds 1). De plus, pour chaquecas,il y alesoperations elemenaires
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Figure 4.6 Le carquoisd'Auslander-Reiten g,
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Figure 4.7 Le carquoisd'Auslander-Reiten g,
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suivantes:

Ol f 1+ o9! 2! R(Z2;3)nR(1;2,3)! O si Q1;Q2

o! f 1+ 2+ 3g! 1! R(3;4)nR(1;23,4)! 0 si Q1

ol f o+ 39! ;! R(3;4)nR(2;3,4)! 0 si Q1

0! R(2;34)! :::V f 3g! O si Q2
0! R(3;23)! :::1 f ,g! O si Q3z3;Qq4

0! R@B;4)nR(2;3,4)! :::! R(2;,3)nR(2;3;4)! 0 si Q3

0! f 39! ;! R(2;3;4)! O si Qua:

Ainsi, la codimensionde O estau moins D(c; Q) aef

D+c,+ ,(1 Cru23)* C3Cr234 si Q5
D+c,crap3+ (1 Creza)  CrE3a4) Si Qs

D + C ,Cr(1;2;3) + C 5CR(2:3:4) Si Q4

8
% D+c,+ 5+ 5(1 Cra2za)tCi+ (1 Cra2z) * €.+ 51 Creaa) SiQi

avec D commeci-dessus.

D'autre part, nous pouvons calculer les sommesde la proposition 4.3.7. Nous ecrivons

S(i; j) pour la somme

X N
e( ;c")
2S gp(cil )
cli + op c

pour tout i ! j et (c) pour codim(Q¢). Ainsi nousavons (c) = S(1;2) = S(2;3) =
S(3; 4).

Supposonsd'abord que n 5. Si4 2 Q2, alors il y a les operations elemertaires
suivantes:
0! RB;49)nR(@3;4,5! :::! R(#A5nR(3;45! 0

(respectivemert 0! R(4;5)nR(3;4,5)! :::! R(3;4)nR(3;4,5)! 0);

etsi42 Q2 alorsil y a lesoperations elemertaires suivantes:

0! R(3;4,5)! v f 49! O
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(respectivemert 0! f 49! :::! R(3;45)! 0):
Ainsi 8
© SD(EQ+ (L Crean)? Si42Q%
7 D(c;Q) + C ,Cr@uas) si42 Q%
De plus
8(3, 4) = A(3, 4) + d5V(CR(3;4;5) =0et42z Qgp)
+ds(ds  1)V(Crea:a5 = 1et42 QYp);
avec  A(3;4) = (dz 1)(ds 1)+ dV(Crziza) = Ot 32 Q%)

+ dz(d?, 1)V(CR(2;3;4) =let32 Q(S)P):

Ainsi, SiA(3;4) =0et4 2 Qgp alors crs.4;5) = 0 (car S(3;4) 6 0) et siA(3;4) = 0
et 4 2 Q2. alors Cr3ia5) = letds > 1 (car S(3;4) 6 O)etc, = dg 1 (car
CrR@3:4) = CR@;5) = Cr(a45) = 1), d'ou (c) > D(c;Q). Donc, si nous pouvons montrer
que (¢) = D(c;Q),n 5etA(3;4) = 0alors nousavonsune contradiction. Nousnous

servironsde ceresultat dans les tableaux 4.1-4.4.

Maintenant, revenons au cas n 4. Nous pouvons facilemert calculer les termes
(€);S(1;2); S(2; 3); S(3;4) et nous obtenons une corntradiction dans chacun des cas.

Lesresultats sort donnesdans lestableaux 4.1-4.4.

Ceciprouve quepour n  4il n'y apasdec tel que O, est projectivemert rationnelle-

mert lisse, non-lisseet ¢!  cpourtouti! j 2 QL

Supposonsmaintenant n = 3. Supposonstoujours sansperte de generalitequel 22
QL. Alors il y a deux carquoispossiblesQ; : 1 2 3etQ, : 1 2! 3. Comme
Cr(ij) = lpourtout i! jilyn'aquedeuxcandidats cl; c? clasesselonleurs valeurs
sur R(1;2;3), a savoir Cg .54 = O et cﬁ(l;z;s) = 1. Nous pouvons calculer facilemert
les tableaux 4.5 et 4.6. Or (c) = S(1;2) = (1;3) et dans chague cas, hous obtenons

desconditions:

Pour ¢! dansle casQy, il faut queds = (d» 1)(d3 1)+ letd;= (dy 1)(d, 1)+ 1



Tableau 4.1 Resultats de calcul dansle casQ1

Q:1 2 3 4
c (c) S(1;2) S(2;3) S(3;4) contradiction
ct D+2 (di 1)(d 1)+ ds & 2) (0>S(12)
c? D+1 (i 12 1) (©)>S (1;2)
d> 2) (c)=D+1= S(1;2) et
3 (d3 1)(ds 1)+ dsV(cr(z;4;5=0 et 4 5)
c D+1 (di 1)(d2 1)+ds (d2 1)(ds 1)+da (ds 1)(ds 1)=0
+( d4 1)d5V(CR(3;4;5):1 et 4! 5)

) A(3;4)=0 etn 5

c* D (di 1)(d2 1)

(d2 1)(ds 1)

(c) S(1;2)+ S(2;3)=2 (c)

Les donneesdans la premiere colonnesort les bornesinferieuresD (c; Q) pour (c).

La derniere colonnedonne la contradiction du fait que (c) = S(1;2) = S(2;3) = S(3;4).
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Tableau 4.2 Resultats de calcul dansle casQ»

Q> : 2 3! 4
c (c) S(1;2) S(2;3) S(3;4) contradiction
d» 2) (c)=D+1= S(1;2) et
1 (d3 1)(ds 1)+ dsV(cr(z;4;5=0 et 4! 5)
c D+1 (di 1)(d2 1)+ ds (d2 1)(d3 1)+ds (ds 1)(ds 1)=0
+(ds 1)dsV(Cr(3z;4;5=1 et 4 5)
) A(3;4)=0 etn 5
c? D (d (2 D) (©)>S (1:2)
(ds 1)(ds 1)+ d2(ds 1)
3 (d2 1)(ds 1) d2 2) (c)=D+d3=5S(1;2) et
c D+ds (dy 1)(d2 1)+ds +d5V(Cr3:4;5 =0 et 4! 5)
+di+ds(ds 1) d3=1 ) A(3;4)=0 etn 5
+(ds 1)dsV(Cr(3z;4;5=1 et 4 5)
4 (d2 1)(ds 1)
C D+ds 1 (d1 1)(d2 1)

(ds 1)ds

(€)=S(2;3)) S(1;2)=0

Les donneesdans la premiere colonnesort les bornesinferieuresD (c; Q) pour (c).

La derniere colonnedonne la contradiction du fait que (c) = S(1;2) = S(2;3) = S(3;4).
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Tableau 4.3 Resultats de calcul dansle casQ3

Qs :1 2! 3! 4

c (c) S(1;2) S(2;3) S(3;4) contradiction
ct D+1 (dr 1)(d2 1) (©)>S (1;2)
2 (di 1)(d2 1)
c D+d; (©)>S (1;2)

+(d2 1)ds
c? D (di 1)(d2 1) (d2 1)(ds 1) (c) S(1;2)+S(2;3)= 2 (c)

(c)=S(1;2)) (c)=D+dz 1et

4 (di 1)(d2 1) (d2 1)(ds 1) (d3 1)(da 1) +dsV(Cr(z;4;5)=0 et 4! 5)
c D+dy 1 (ds 1)(d4 1)=0

+(d2 1)d3

(d2 1)dy

+(ds 1)dsV(Cr(3z;4;5=1 et 4 5)

) A(3;4)=0 etn 5

Les donneesdans la premiere colonnesort les bornesinferieuresD (c; Q) pour (c).

La derniere colonnedonne la contradiction du fait que (c) = S(1;2) = S(2;3) = S(3;4).
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Tableau 4.4 Resultats de calcul dansle casQg4

Qs : 2! 3 4
c (c) S(1;2) S(2;3) S(3;4) contradiction
ct D (d (2 1) ()= 5(1:2)) da=1
(c)=S(1;2) et d3 2
2 (d1 1)(d2 1) (dz2 1)(ds 1) (dz 1)(ds 1)+ dsV(Cr(z;a;5=0 et 4 5)
c D+dy 1 ) d4=1 et (c)=D+dp 1
+(d2 1)ds +(d2 1)dg +(da 1)dsV(Cr(s;4;5=1 et 4 5)
) A(3;4)=0 etn 5
3 (d2 1)(ds 1)
C D+d3 1 (di 1)(d2 1) (c)=S(1;2) ) S(2:3)=0
(ds 1)ds
(ds 1)(ds 1)+ d2(ds 1) (c)=S(1;2)) ds=1 et
4 (di 1)(d2 1) (d2 1)(ds 1)
c D+dp+ds 2 +d5V(Cr(3:4;5 =0 et 4 5) (c)=D+dx+d3 2

+(d2 1)d3

(d2 1)di+(ds 1)ds

+(ds 1)dsV(Cr(z;a;5 =1 et 4 5)

Les donneesdans la premiere colonnesort les bornesinferieuresD (c; Q) pour (c).

) AB3;4)=0 etn 5

La derniere colonnedonne la contradiction du fait que (c) = S(1;2) = S(2;3) = S(3;4).
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Tableau 4.5 Resultats de calcul dansle casQy, n= 3

Qi:1 2 3
c (c) S(1;2) S(2;3)
o (di 1)(d2 1) (di 1)(d2 1) | (d2 1)(d3 1)
+(d2 1)(d3 1)+1 +d3 +dp
c? o Me D (di 1)(d2 1) | (d2 1)(d3 1)

+(dz2 1)(dz 1)

Tableau 4.6 Resultats de calcul dansle casQ,, n= 3

Q:1 21 3
c (c) S(1;2) S(2;3)
1 (di 1)(d2 1)
c (di 1)(d2 1) (d2 1)(ds 1)
+(d2 1)(ds 1)
2 (d1 1)(d2 1) (dp 1)(d2 1) di(d2 1)
C

+(d2 1)ds

+(dz2 1)ds3

+(d2 1)(dz 1)
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et alorsoud; = 2 oud; = d3 = 1. Ainsi nous avons que e(c) estegala
(dl 1)e 1 €+ 2 € (d3 1)e 3

ou

€ 1+ (dZ 2)e 2 € o+ 3

Pour ¢? dansle casQ1, de meémequepour c! dansle casQy, il faut que(d, 1)(ds 1) =
Oet(dy 1)(d2 1)= 0donc (c) = 0cequi estimpossiblecar la variete correspondarte

O; = E4 estlisse.

Pour ¢? dans le casQ, nous avons (c) = S(1;2) = S(2;3) donc dans ce cas, il n'y a

pas de restriction additionnelle et

e(c)=(dr e, (d3 l)e, e+ ,+ , (d2 1)e,:

Supposonsmaintenant que n = 2. Alors (c) = ¢ ,c, et S(1;2) = (di  1)(dz
1)V(c*? + op 2 ¢). Comme cesdeux termes sort egaux et non-nuls, nous avons

c,=d; letc,=d, 1,douc=c'?

Nous avons demortr e le theoreme suivant qui donne desconditions necessairesur c:

Th eoreme 4.3.10 Soit O, une variete de carquois de type A,. Supmsonsque O. est
projectivement rationnellement lisse mais pas lisse et quefj; 6 0 pour chaquef 2 O

etchaquei! j 2 QY Alors2 n 3 etnousavonsun des4 cas suivants:
1.Q2f1! 2,1 29,d;;dy> 1ete(c) estegala
(dg e, e+, (d 1e,
2.Q2f1l 21 31 2 3gete(c) estegala
(di e, e,+, e,+, (d3 1e,
3.Q2f1l 2! 31 2 3gete(c) estegala

€ 1+ (dZ 2)62 € o+ 3
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4. Q2f1! 2 31 2! 3g, dy> lete(c) estegala

ec)=(d1 le, (d3 l)e, e ,+ ,+ 5 (d 1)e,:

Nous montrons maintenant que cesconditions necessairesort aussisu san tes, i.e. les
quatre types de varietes du theoreme precedent sort projectivemert rationnellement
lissesmais pas lisses. Dans le cas 1, n = 2 et le corollaire 4.2.7 implique que O n'est
pas lisse parce que c;o 6 0 et O 6 Eq. Commeil n'y apasdec®2 N tel que

c® ¢ ¢, Oc estprojectivemert rationnellemert lisse.

Dans les trois autres cas, n = 3 et l'ensenble fc®j c® cg est fc%; cl?;¢c?3; cg et
c® 2 ¢, c® 2 cetcl?c? nesont pascomparables. Dans chaque cas, le
corollaire 4.2.7 implique que O n'est pas lisse et il ne reste qu'a montrer que O, est
rationnellemert lisseen Oz et en O.23. Par symetrie, il sut de montrer ce resultat
en O.12. Nous utilisons la formule du theoreme 3.2.2 pour calculer 212. Dans le cas
2, supposonssansperte de gereralite queQ =1 2 3. Alors i = (1;2;1;3;2;1),
c=(dy 1,1,0,0;%Ldz 1), c'?=(dy 1;1;1;0;0;d3) et

di 1 1) 1 (di 21;0,0;1;ds 1)

di 1
(d1 2;1;1;0;0;d3) (u™ 1)

(u

C

cl2
(0;1;0;0;1;d3 1)
(0;1;1;0;0;d3)

0;0;0;0;1;d3 1
(u 1) ' EO;O;l;O;O;dz) )(u 1)

0;0;0;0;0;d3 1
(U DY Gohood 1 U* D 1)

uds + 1:

12
Donc! &, = vae™) d©) ¢, = vy & et

_ 12
cclz = cclz + | &z =y %= ydc?) d(c);

d'ou O est rationnellemert lisseen O.1.

Dans le cas 3, supposonssans perte de gereralite que Q = 1 2 3. Alors i =

(1,21;,3,21), c= (0;1;d  2,0;1;,0), c*2= (0;1;d2 1;0;0;1) et

c — (0;0,d2  2;0,1,0)
clz ~— (0;0;d2 1;0;0;1)



d 2 1 (0;0d2 3,0,1,0) ,, dp 1
W* = D" God zeom U7 T D

_ W2t 1) 000010
(u 1) (0;0;1;0;0;1)

(udz 1 1) (U 1)2
(u 1) (u 1)

= u® 141
12
Donc ! (c:12 = yd(c™?) d(c) 212 = yl2 14y d2tl o
—_ 12
glz = cclz +1 (c:lz =y Gt = de) d(c);

d'ou O est rationnellemert lisseen O,z
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Danslecas4,siQ = 1! 2 3alorsi=(2;1;3;2;1;3),c=(d> 1;0;0;1;d3 1;d; 1),

c2=(d2 1;1;0;0;d3;d; 1) et

c (0;0,0;1;,ds 1;d1 1)
clz — (0;1;0;0;d3;d1 1)

0;0;0;0;ds 1;d; 1
(u )t G ra o ( (U DE* 1)

= u®+ L

SiQ=1 2! Zalorsi=(1;3;21,32),c=(dy 1,d3 1;,1,0;0;d
(di  1,d3;0;1,0;d> 1) et

c — (0;ds 1;1,0,0;d2 1)
clz = (0;d3;0;1;0;d, 1)

u® 1 (0;0;1,0;,0,d> 1)
u 1 (©L0L0d2 1)

us 1 (u 1)?

u 1 u 1
= u%+ 1
12
Donc! &, = vae™) d©) ¢ = vy & et
C = C 41C =y U= Vd(clz) d(c).
clz2 = izt ice= = ,

d'ou O est rationnellemert lisseen O

1), cl2 =

Ce qui termine la preuve de la lissite rationnelle projective desquatre typesde varietes

du theoreme 4.3.10.

Considerons maintenant le casgeneral.
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Th eoreme 4.3.11 Soit O, une variete de carquois de type A, qui est projectivement
rationnellement lisse mais pas lisse. Alors O estun produit desvarietesde type A,; Az

du theoreme precedent et desvarietes lisses.

Preuve. Soit ¢ de i-homogereite d et f 2 O¢. Donc O; = G4 f. Nous procedons

par recurrencesur le nombre de edesi ! j 2 Q! tel quefj = 0. Sif;; 6 O pour
tout i ! j 2 QY alors le theoreme est vrai par le theoreme precedert. Sinon, soit
i1 ] 2 Q tel quefj = 0O et supposonssans perte de gereralite que i < j. Soit

Q1 = Q[Li], Q2 = Q[j; n] et de nissons f' 2 Eq par f}, = fre sih! k2 Qf et
fl, = Osinon(l = 1;2). Soitc' 2 N tel quec = ¢ siSupp( ') Qetd = 0sinon
(I = 1;2). Noter quec = ct+ c?etqueO, = Gq ' (I = 1;2) (c! estdei-homogereite
dy = (di;dp;:::;di;0;:::;0) et c? estdei-homogereite d, = (0;:::;0;dj; dj+1 225 0n)).
Comme nous avons vu dans la preuve du theoreme 4.2.6, l'orbite O, est le produit

O¢ = Oa O et la variete de carquois O, est le produit de deux varietes de carquois

Oc = Oa  Og2:

Comme nous avons suppose que O; Nn'etait pas lisse, il faut que Oy ou Og ne soit
pas lisse. Nous allons montrer que si O est projectivemert rationnellement lisse alors
O et Oz sort projectivemert rationnellement lisses. Par recurrence,ceci terminera

la preuve du theoreme. Nous avons besoindu lemme suivant:

Lemme 4.3.12 Soit Q un carquois de type Ap, i ! j 2 QY i < j et soit Q; =
Q[1;i]; Q2= QJj; n]. Soitc2 N telquec=cl+ c?avec = ¢ siSupp( ') Q et
d = 0sinon (I = 1;2). Alors

1. EC = EFES":

2. Chaquea c s'ecrit de facon unique commea = a'+ a? avec a> cl;a? c2.

1 2
3. 1§="15 1% pour chaquea c.

1 2
4. §= S 5 pour chaquea c.
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Preuvedu lemme. 1. Sict 6 OetcZ 6 0 alors ou bien [e ;e s] = [e s;e (] =

E.

[e ;e 5]1: [e s;e t]lz Oe'[Ei CE. o E. it

: | " par la proposition 2.2.3,

ou bieni 2 Supp( '), j 2 Supp( S), [e ;e s]*=1(cari! j)etalorss<t.

Ainsi
ECES = ET TEZ Tg® TES TE® Tl
= E®* TE® CiES
= ES
cequi prouve 1.
2. Soita= (aj;ap;:::;a ) c. Pour chaquef 2 O,, nousavonsf 2 O, doncfj = 0.

Alors ag(ij) = Oeta= al+ a® aveca’ c' al = a siSupp( ') Q eta= 0sinon

(I = 1;2); cecimontre 2.

3. En utilisant la proposition 1.3.1et la partie 1., nous avons

X ICE2 = Ef=ES ES
aBjp = i =B By
a C X
2 1 2 1
= T gidErEr
a2 c2
al Cl
2 1
etE® EX = E? par 1. Donc
X 2 1
C a — C C a
IaEl !az!alEi
a c a2 c2
al ¢l

. . 2 1 .
etainsi! £ =15 !, cequi montre 3.

4. Soita ceta= al+ a?2avecal cl a? c2

Nous procedons par recurrence
surjfbja b cgj. Sicenombre estlalorsa= c, al = ¢!, a® = c? et 'enone a

prouver est 1= 1. Supposonsquejfbja b cgj> 1. Par le theoreme1.3.2

R T} (I = 1;2);

al - al b!
b':al b! ¢
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| 1 2
avec & 2v 'Z[v 1]. Noter quepour b = b1+ b2 nousavonsa b cet!?1?h; =

I b par 3. Alors

al az ~ ‘a pl p2
bl:al pl ¢l
b2:a2 b2 c2

et par recurrence
X

ct 2 _ clt c? 4 1 b .
al a2 al a2 ‘a b

b:a b c
Donc et aci ;s satisfort la m&émeequation et il estmontr e dans (Lusztig, 1990a,sect.

9.12) que cette equation determine S completemert. Ainsi § = gi §§ et le lemme est

demortre.

Maintenant, nous montrons que dans la situation du theoreme O.: et O.. sort pro-
jectivement rationnellement lisses. Supposonssans perte de gereralite quei < | et
soit Q1 = Q[L;i], Q2 = Q[j; n]. O est projectivemert rationnellemert lisse, i.e.
¢ = yd@ d©) pour c® 6 a c. Fixons un tel a et soiert a® ¢!, a2 c? tels

quea= al'+ a? Il sut de montrer que a°|' = yd@) dc) (| = 1;2) sid(a') 6 0. Or

par le lemme, & &= ¢ = v4@ d© De plus par le theorme1.3.2.4,

=7 dim(H) v VA 4 (1 = 1;9)
k

CI

al
Donc acl' = v avecx(l) d@) d(c") (1= 12) etx(l)+ x(2) = d(a) d(c). Alors
il sut de montrer que

d(a) d(c) = d@@b) + d@®) d(c') d(c?)

mais ceci est vrai parce que l'orbite O estle produit desorbites O.: et O,z et l'orbite

O, estle produit desorbites O 1 et O,2.



CONCLUSION

Nous avons etudie dans ce travail les varietes de carquois de type A et leurs singu-
larites. Ces varietes forment une classetres riche de varietes algebriques a nes et
ellessont relieesa l'algebre ervelopparte quantique et aux represertations du carquois.
Les algebres enveloppartes quartiques sort en soi un sujet fort interessah Elles sont
des exemplesimportants d'algebres non-comnutatives. De plus, elles ont des appli-
cations dans plusieurs branches des sciences,notammert en physique theorique, dans
la theorie desnoeuds et desrepresetiations des algebres. Comprendre la cohomologie
d'intersection locale desvarietes de carquois peut &tre un pas vers lI'explicitation de la

basecanoniquede I'algebre ernvelopparte quantique, ce qui serait consicerable.

Le but de notre recherche etait de donner descriterespour qu'une variete de carquois
de type A soit rationnellement lisse, c'est-a-dire sa cohomologied'intersection soit la
plus simple. Pour y arriver, il fallait d'abord etudier les polyndbmes &. Nous avons
reussia donner une formule recursive pour cespolyndbmesenintro duisant lesr-partages,
qui senent a decrire la combinatoire de la multiplication par un vecteur de racine dans
I'algebre ervelopparte quantique, voir theoreme 3.1.1. Ce theoreme est le resultat cle
de notre travail. Nous en avons deduit la formule recursive pour les 2 (theoreme
3.2.2)dont nousnoussommesservisa n de calculerla cohomologied'intersectionlocale
desvarietesde carquois, pour en n classi er completemert les varietesrationnellemen
lisseset les varietes projectivemert rationnellemert lisses. De plus, nous avons montr e
le resultat interessah qu'une variete de carquois de type A est lisse si et seulemen si

elle est rationnellemern lisse.

Notre travail ouvre plusieurs pistes de recherche a venir:

Utiliser la formule de la multiplication par un vecteur de racine (theoreme 3.1.1)
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pour mieux comprendre la multiplication dans I'algebre envelopparte quantique

ainsi gue dans l'algebre de Hall.

Se servir de la formule recursive pour les 2 (theoreme 3.2.2) pour donner des

criterespour qu'une variete de carquoisde type A soit localemernt rationnellement

lisse.

Gereraliser les argumernts de la thesepour obtenir desresultats danslescasD et

E. Plus preciemert

trouver une formule explicite pour la multiplication dansl'algebre de Hall et

la transporter dans l'algebre envelopparte quantique.
seservir de cette formule pour obtenir une formule recursive pour les 2.

donner une description combinatoire desoperations elemenaires dansle cas

E (casA; D voir (Brown, 1998)).

Donner une description de I'e et des operations elemertaires sur les 2 et
determiner des conditions necessairest su san tes pour qu'une variete de

carquoisde type D ou E est rationnellement lisse.

Donner des conditions necessaireset su san tes pour la lissite rationnelle
locale desvarietes de carquoisdanslescasD et E et en particulier pour la

lissite rationnelle projective de cesvarietes.
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