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R �ESUM �E

Il existe une correspondanceentre les repr�esentations d'un carquoisde type A; D
ou E et l'alg�ebre enveloppante quantique U associ�ee �a ce carquois sur Z[v; v � 1], voir
(Ringel, 1990).

Lesrepr�esentations dedimensiond = (d1; : : : ; dn ) d'un carquoispeuvent être vues
commedespoints d'un espacevectoriel Ed muni d'une action d'un groupealg�ebriqueGd

tels que deux points sont dans la mêmeorbite si et seulement si les repr�esentations cor-
respondantes sont isomorphes.Par le th�eor�emede Gabriel, les classesd'isomorphismes
des repr�esentations sont en bijection avec les c 2 N � , o�u � est le nombre de racines
positives. On note Oc la Gd -orbite qui est la classecorrespondante �a c. Son adh�erence
Oc pour la topologie de Zariski est appel�eevari�et�e de carquois. L' �etude de cesvari�et�es
est le sujet de cette th�ese. Il existe un ordre partiel sur N � d�e�ni par c0 � c si et
seulement si les repr�esentations dans Oc et Oc0 ont la mêmedimension et Oc0 � Oc.

D'autre part, la base canonique donn�ee par Lusztig de l'alg�ebre enveloppante
quantique est d�e�nie �a partir d'une base f E c

i gc2 N � de type Poincar�e-Birkho�-Witt
(Lusztig, 1990a) et la correspondancementionn�ee ci-dessusassocie �a E c

i la Gd -orbite
Oc . Il existe une involution ( ) de l'alg�ebre enveloppante quantique qui �xe chaque
�el�ement de la basecanoniqueet dont l'image E c

i d'un �el�ement E c
i de la basede type

PBW est donn�e par une somme

E c
i =

X

c0� c

! c
c0E c

i (1)

avec ! c
c0 2 Z[v; v� 1] . Les polynômes ! c00

c0 ; c0 � c00� c d�eterminent compl�etement la
cohomologied'in tersection locale de Oc . La formule (1) est centrale dans la th�eorie.
Elle d�ecrit le lien entre la base canonique, la base de type PBW et la topologie des
vari�et�es de carquois.

Dans le troisi�eme chapitre, nous �etablissonsune formule r�ecursive pour les po-
lynômes ! c

c0 dans le cas A. Pour y parvenir nous utilisons entre autre des r�esultats
non-publi�es de R.B�edard que nous pr�esentons dans le chapitre I I. Le chapitre I quant
�a lui contient des rappels sur les objets math�ematiquesque nous �etudions par la suite
ainsi que leur d�e�nition. Nous pr�esentons dans le quatri �emechapitre deux applications
g�eom�etriques de notre formule r�ecursive pour ! c

c0: D'une part, nousprouvonsle r�esultat
int�eressant qu'une vari�et�e de carquois de type A est lisse si et seulement si elle est
rationnellement lisseet nousdressonsla liste compl�ete de cesvari�et�es(rationnellement)
lisses. D'autre part, nous donnons la liste compl�ete desvari�et�es de carquois de type A
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qui sont projectivement rationnellement lisses,c'est-�a-dire dont la projectivisation est
rationnellement lisse.

Cette recherche est int�eressante de plusieurs points de vue. Les alg�ebresenvelop-
pantes quantiques sont en soi un sujet fort int�eressant. Elles sont desexemplesimpor-
tants d'alg�ebres non-commutativ es. De plus, elles ont des applications dans plusieurs
branchesdessciences,notamment en physique th�eorique, dans la th�eorie desnoeudset
desrepr�esentations desalg�ebres.

Les vari�et�es de carquois forment une classetr �es riche de vari�et�es alg�ebriquesaf-
�nes. Elles ressemblent en plusieurs aspects aux vari�et�es de Schubert, des vari�et�es
alg�ebriquesprojectivesqui ont �et�e le sujet de nombreuses�etudeset qui sont aujourd'hui
parmi les vari�et�es les mieux comprises.La cohomologied'in tersection est un desoutils-
cl�es dans l' �etude des vari�et�es de Schubert et la notion de lissit�e rationnelle y est une
approximation utile de la notion de lissit�e.

Mots cl�es: alg�ebre enveloppante quantique (groupe quantique), th�eoriedesrepr�e-
sentations de carquois, vari�et�e de carquois, cohomologied'in tersection.



INTR ODUCTION

Cette recherche porte sur la g�eom�etrie desvari�et�esdecarquoisdetypeA et enparticulier

sur la questionde savoir quand est-cequ'une telle vari�et�e est rationnellement lisse. Pour

pouvoir donneruner�eponse�a cette question, il faut �etudier la cohomologied'in tersection

localede la vari�et�e cequi revient au calcul de certains polynômesqui apparaissent dans

un changement de basesdans l'alg�ebre enveloppante quantique associ�eeau carquois.

Ce document est divis�e en quatre chapitres; le premier sert �a intro duire les objets

math�ematiquessur lesquelsnousallons travailler, dansle deuxi�eme,nouspr�esentons des

r�esultatsnon-publi�esdeR.B�edardsur despropri �et�esde l'alg�ebreenveloppante quantique

et dans les chapitres I I I et IV, nous pr�esentons les r�esultats de notre propre recherche.

Il s'agit l�a d'une part, dans le chapitre I I I, d'une formule r�ecursive pour les polynômes

mentionn�esci-dessuset d'autre part, dans le chapitre IV, desapplication g�eom�etriques

de cette formule qui nous permettent entre autres de fournir une r�eponsecompl�ete �a la

question formul�eeci-dessus,�a savoir quand est-cequ'une vari�et�e de carquoisde type A

est rationnellement lisseet projectivement rationnellement lisse.



CHAPITRE I

NOT ATIONS ET RAPPELS

Dans ce chapitre, nous introduisons les objets math�ematiques que nous allons �etudier

dans les chapitres post�erieures,nous �xons les notations et nous expliquons plusieurs

r�esultats qui ont �et�e obtenus par d'autres personnes.

1.1 L'alg �ebre enveloppan te quantique U

Soient v une ind�etermin�ee et U l'alg�ebre enveloppante quantique de Drinfeld-Jim bo

sur le corps Q(v) desfonctions rationnelles correspondante �a l'alg�ebre de Lie complexe

simplesln+1 (C). U estunealg�ebresur Q(v) donn�eepar lesg�en�erateurs: E i ; Fi ; K i ; K � 1
i

(1 � i � n) et les relations:

(r.1) K i K � 1
i = K � 1

i K i = 1; K i K j = K j K i ;

(r.2) K i E j =

8
>>><

>>>:

v2E j K i ; si i = j ;

v� 1E j K i ; si ji � j j = 1;

E j K i ; si ji � j j > 1.

(r.3) K i Fj =

8
>>><

>>>:

v� 2Fj K i ; si i = j ;

v Fj K i ; si ji � j j = 1;

Fj K i ; si ji � j j > 1.

(r.4) E i Fj � Fj E i = � ij
(K i � K � 1

i )
(v � v� 1)

o�u � ij =

(
1; si i = j ;

0; si i 6= j .
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(r.5)

(
E 2

i E j � (v + v� 1)E i E j E i + E j E 2
i = 0; si ji � j j = 1;

E i E j � E j E i = 0; si ji � j j > 1.

(r.6)

(
F 2

i Fj � (v + v� 1)Fi Fj Fi + Fj F 2
i = 0; si ji � j j = 1;

Fi Fj � Fj Fi = 0; si ji � j j > 1.

Soit U + la Q(v)-sous-alg�ebre engendr�ee par les E i (1 � i � n). Soit ( ) : U ! U

l'in volution de Q-alg�ebresd�e�nie par

E i 7! E i ; Fi 7! Fi ; K i 7! K � 1
i pour tout 1 � i � n et v 7! v� 1:

Noter que U + = U + .

Soit Q le groupe ab�elien libre avec basef � 1; � 2; : : : ; � n g. On d�e�nit un produit scalaire

( ; ) sur Q par

(� i ; � j ) =

8
>><

>>:

2; si i = j ;

� 1; si ji � j j = 1;

0; si ji � j j > 1.

Soit R = f � 2 Q j (�; � ) = 2g. R est un syst�emede racinesde type A n dont l'ensemble

desracinessimplesest f � 1; � 2; : : : ; � ng. Soit R+ = f � 2 R j � =
P

j cj � j avec cj 2 N g

le sous-ensemble desracinespositives. Dans notre cas,nousavons R = f� (� a + � a+1 +

: : : + � b) j 1 � a � b � ng et R+ = f (� a + � a+1 + : : : + � b) j 1 � a � b � ng. Le

support de la racine � =
P

j cj � j est par d�e�nition f 1 � j � n j cj 6= 0g et nous le

notons Supp(� ). Le support d'une racine est un sous-ensemble connexede f 1; : : : ; ng,

i.e. Supp(� ) = f a;a + 1; : : : ; bg avec 1 � a � b � n.

Chaque � 2 R d�e�nit une r�e
exion s� : Q ! Q, z 7! z � (z; � ) � . Par la suite,

nous �ecrirons si au lieu de s� i . Soit W le groupe de Weyl de R. W est le sous-

groupe de Aut( Q) engendr�e par les r�e
exions si (1 � i � n) et W est isomorphe au

groupe sym�etrique Sn+1 . Soient `(w) la longueur de w par rapport aux g�en�erateurs

f s1; s2; : : : ; sng et w0 l'unique �el�ement de W de longueur maximale. Il est bien connu

que `(w0) = � = n (n + 1)=2 = #( R+ ).

Lusztig a d�e�ni une action du groupe destressessur U (Lusztig, 1990a)et il l'a utilis �ee

pour d�e�nir une basede type PBW (Poincar�e, Birkho�, Witt) de U + . Nous rappelons

maintenant cesd�e�nitions.
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Pour i 2 f 1; : : : ; ng, soit ~Ti : U ! U l'automorphisme de Q(v)-alg�ebresd�e�ni par

E i 7! � K � 1
i Fi , Fi 7! � E i K i , K i 7! K � 1

i ,

E j 7! E j , Fj 7! Fj , K j 7! K j , si ji � j j > 1,

E j 7! (E j E i � v� 1E i E j ), Fj 7! (Fi Fj � vFj Fi ), K j 7! K i K j , si ji � j j = 1.

Nous avons ~Ti ~Tj ~Ti = ~Tj ~Ti ~Tj si ji � j j = 1 et ~Ti ~Tj = ~Tj ~Ti si ji � j j > 1. Ceci

nous donne une action du groupe des tresses.De plus nous avons ~Ti (E j ) = ~T � 1
j (E i ) si

ji � j j = 1.

�Etant donn�e desentiers M ; N � 0, d�e�nissons

[N ]! =
NY

h=1

(vh � v� h)
(v � v� 1)

2 Z[v; v� 1];

�
M + N

N

�

=
[M + N ]!
[M ]![N ]!

2 Z[v; v� 1]

et E (N )
i =

E N
i

[N ]!
pour 1 � i � n:

Notons par U (respectivement U+ ) la Z[v; v� 1]-sous-alg�ebre de U (respectivement U + )

engendr�e par les�el�ements E (N )
i , F (N )

i , K i et K � 1
i (respectivement E (N )

i ) pour 1 � i � n,

N � 0.

Soit I l'ensemble des suites i = (i 1; i2; : : : ; i � ) d'�el�ements de f 1; 2; : : : ; ng telles que

si 1 si 2 : : : si � est une expressionr�eduite de w0. Chaquei 2 I donne lieu �a un ordre total

sur R+ = f � (i ; 1); � (i ; 2); : : : ; � (i ; � )g, o�u � (i ; t) = si 1 si 2 � � � si t � 1 (� i t ) pour t = 1; : : : ; � .

Souvent, nous�ecrirons� t au lieu de � (i ; t) s'il n'y a pasd'ambigu•�t �e sur le choix de i. On

dit qu'un �el�ement c = (c1; c2; : : : ; c� ) 2 N � est de i-homog�en�eit�e d = (d1; d2; : : : ; dn ) 2

N n si et seulement si
�X

t=1

ct � (i ; t) =
nX

k=1

dk � k :

Pour i = (i 1; i2; : : : ; i � ) 2 I et c = (c1; c2; : : : ; c� ) 2 N � , posons

E c
i = E (c1 )

i 1
~Ti 1

�
E (c2 )

i 2

�
~Ti 1

~Ti 2

�
E (c3 )

i 3

�
: : : ~Ti 1

~Ti 2 � � � ~Ti ( � � 1)

�
E (c� )

i �

�
:
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Prop osition 1.1.1 Soit i 2 I . Alors B i = f E c
i j c 2 N � g est une Q(v)-base de U + .

On dit que B i est une basede type PBW.

Preuve. (Lusztig, 1990b,sect. 1.8 et 1.13) �

Nous rappelonsmaintenant la construction de Lusztig de la basecanoniquede U + .

Th �eor �eme 1.1.2 Soient i 2 I et L i le Z[v� 1]-sous-module de U + engendr�e par B i .

1. L i est ind�ependant de i. Par la suite, nous �ecrirons L au lieu de L i .

2. � (B i ) est une Z-basede L=v� 1L qui est ind�ependante de i. Ici � : L ! L=v� 1L

est la projection canonique. Nous �ecrirons B plutôt que � (B i ).

3. La restriction de � : L ! L=v� 1L d�e�nit un isomorphisme de Z-modules � 0 :

L \ L ! L=v� 1L o�u L est l'image de L par ( ). En particulier, B = � 0� 1(B ) est

une Z-basede L \ L .

4. B est une Z[v� 1]-base de L et une Q(v)-base de U + . B est appel�e la base cano-

nique de U +

5. Chaque�el�ement de B est �x �e par ( ) : U + ! U + .

Preuve. (Lusztig, 1990a)

Pour certains �el�ements i 2 I , dits adapt�es au carquois, Lusztig a donn�e une descrip-

tion g�eom�etrique desentr �eesde la matrice de transition entre les basesB et B i . Nous

d�ecrirons ces�el�ements de I et l'in terpr�etation g�eom�etrique de cesentr �eesdans les sec-

tions suivantes.
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1.2 Les modules de carquois

Rappelonsque l'ensemble dessommetsdu graphe de Dynkin � du syst�emede racines

R est l'ensemble f 1; : : : :ng et que f i; j g forme une arête si et seulement si ji � j j = 1.

Donc � est le graphe:

1 2 � � � (n� 1) n

Soit Q = (Q0; Q1) un carquois dont le graphe sous-jacent est le graphe de Dynkin �

de R, i.e. pour chaque arête f i; j g de � nous �xons une orientation. (Nous utilisons

la notation G0 pour l'ensemble des sommetsdu carquois G et G1 pour l'ensemble des


 �eches.) Un sommet i est un puits (respectivement une source)de Q s'il n'y a pas de


 �eche i ! j (respectivement i  j ) dans Q. Pour i 2 Q0, soit Q+ (i ) (respectivement

Q� (i )) le sous-carquoiscomplet de Q form�e de tous les sommetsh 2 Q0 pour lesquels

il existe un chemin orient�e dans Q de h jusqu'�a i (respectivement de i jusqu'�a h), et

soit Q! (i ) (respectivement Q (i )) le sous-carquoiscomplet maximal de Q contenant i

et n'ayant que des
 �echesh ! k (respectivement h  k) avec h < k.

Un �el�ement i = (i 1; i2; : : : ; i � ) 2 I est adapt�e au carquoisQ si i 1 est un puits de Q1 = Q,

i2 estun puits du carquoisQ2 = si 1 (Q) obtenu deQ enrenversant l'orientation de toutes

les
 �echesqui ont i 1 commebut, et i k est un puits du carquoisQk = si k � 1 (Qk� 1) obtenu

de Qk� 1 en renversant l'orientation de toutes les 
 �eches qui ont i k� 1 commebut, avec

2 � k � � .

Prop osition 1.2.1 1. Il existe i 2 I qui est adapt�e �a Q:

2. Un �el�ement i de I peut être adapt�e �a au plus un carquois.

3. Si i = (i 1; i2; : : : ; i � ) 2 I est adapt�e au carquoisQ et j 2 f 1; 2; : : : ; ng est d�e�ni par

w0(� i 1 ) = � � j alors i0 = (i 2; i3; : : : ; i � ; j ) est un �el�ement de I adapt�e au carquois

si 1 (Q).

Preuve. (Lusztig, 1990a,sect. 4.12 { 4.15) �



7

Soit F un corps. Un module (ou repr�esentation) V = (Vi ; f ij ) de Q est une collection

de n F -espacesvectoriels Vi (1 � i � n) de dimension �nie, et de (n � 1) applications

F -lin�eairesf ij : Vi ! Vj (i ! j 2 Q1). Un morphisme du module V = (Vi ; f ij ) vers le

module V 0 = (V 0
i ; f 0

ij ) est une famille d'applications F -lin�eairesgi : Vi ! V 0
i , 1 � i � n

telles quef 0
ij � gi = gj � f ij pour chaquei ! j 2 Q1. Cesmoduleset morphismesforment

une cat�egorie ab�elienne Mod(Q). Pour un module V de Q, notons par [V ] sa classe

d'isomorphisme dans Mod(Q).

La dimension du module V = (Vi ; f ij ) est le n-tuple

dim(V ) = (dimF (V1); dimF (V2); : : : ; dimF (Vn )) 2 N n :

Si i est une source (respectivement un puits) de Q, soit Mod� (Q; i ) (respectivement

Mod+ (Q; i )) la sous-cat�egorie compl�ete de Mod(Q) dont les objets sont les modules

V = (Vh ; f hh 0) tels que � j f ij : Vi ! � j Vj est injectif (respectivement � j f j i : � j Vj ! Vi

est surjectif ) et nousd�e�nissons le foncteur de r�e
exion � �
i : Mod(Q) ! Mod+ (si (Q); i )

(respectivement � +
i : Mod(Q) ! Mod� (si (Q); i )) commesuit: Un objet V = (Vh ; f hh 0)

de Mod(Q) est envoy�e sur l'ob jet V 0 = (V 0
h ; f 0

hh 0) de Mod+ (si (Q); i ) (respectivement

Mod� (si (Q); i )) o�u

V 0
h =

(
Vh ; if h 6= i ;

Coker(� j f ij : Vi ! � j Vj ); if h = i ,

 

respectivement V 0
h =

(
Vh ; if h 6= i ;

ker(� j f j i : � j Vj ! Vi ); if h = i .

!

et les f 0
hh 0 sont les applications �evidentes. Sur les morphismes, � �

i et � +
i sont les

foncteurs �evidents.

On sait que la restriction de � +
i �a la sous-cat�egorieMod+ (Q; i ) d�e�nit une �equivalence

de

Mod+ (Q; i ) �= Mod� (si (Q); i )

dont l'in verseestdonn�epar la restriction de � �
i �a Mod� (si (Q); i ). De plus, si un module

V dans Mod+ (Q; i ) correspond sous � +
i �a V 0 dans Mod� (si (Q); i ), alors dim(V ) =
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(d1; d2; : : : ; dn ) et dim(V 0) = (d0
1; d0

2; : : : ; d0
n ) satisfont

d0
1 � 1 + d0

2 � 2 + : : : + d0
n � n = si (d1 � 1 + d2 � 2 + : : : + dn � n ):

On dit qu'un module V de Q est ind�ecomposable si V ne peut être �ecrit comme la

sommedirecte de sous-modules propres de Q.

Pour k 2 f 1; 2; : : : ; ng, soit P(k) le module suivant de Q: P(k) i est l'espacevectoriel

sur F ayant comme basel'ensemble des chemins k = k0 ! k1 ! k2 ! � � � ! km = i

de k jusqu'�a i dans Q et pour chaque i ! j 2 Q1, soit f ij : P(k) i ! P(k) j l'unique

application F -lin�eaire qui envoie l' �el�ement de la base k = k0 ! k1 ! k2 ! � � � !

km = i sur k = k0 ! k1 ! k2 ! � � � ! km = i ! j . Il est facile de montrer que

P(k) = (P(k) i ; (f ij ) i ! j )) est un module ind�ecomposableprojectif de Q et que chaque

module ind�ecomposableprojectif est isomorphe�a P(k) pour un k 2 f 1; : : : ; ng. De fa�con

analogue,pour k 2 f 1; 2; : : : ; ng, soit I (k) le module suivant de Q: I (k) i est l'espace

vectoriel sur F ayant commebasel'ensemble des chemins i = k0 ! k1 ! k2 ! � � � !

km = k de i jusqu'�a k dansQ et pour chaquei ! j 2 Q1 tel que I (k) i 6= 0 et I (k) j 6= 0,

soit f ij : I (k) i ! I (k) j l'unique application F -lin�eaire qui envoie l' �el�ement de la base

i = k0 ! j = k1 ! k2 ! � � � ! km = k sur j = k1 ! k2 ! � � � ! km = k. Il est facile

de montrer que I (k) = (I (k) i ; (f ij ) i ! j )) est un module ind�ecomposableinjectif de Q et

quechaquemodule ind�ecomposableinjectif est isomorphe�a I (k) pour un k 2 f 1; : : : ; ng.

Th �eor �eme 1.2.2 Soit Q un carquois et i 2 I adapt�e �a Q.

1. Pour tout � 2 R+ , il y a un unique module ind�ecomposable (�a isomorphisme

pr�es), not�e e� 2 Mod(Q), tel que dim(e� ) = (d1; : : : ; dn ) et � =
P n

i=1 di � i ;

chaquemodule ind�ecomposableest isomorphe �a e� pour un unique � 2 R+ . Si

� = � (i ; k) = si 1 si 2 : : : si k � 1 (� i k ) alors e� = � �
i 1

� �
i 2

: : : � �
i k � 1

(ei k ) o�u ei k est le

module simple (Vi ; f ij ) dans Mod(Qk ) d�e�ni par Vi k = F; Vj = 0 pour j 6= i k

et f ij = 0 pour toute 
 �eche i ! j 2 Q1. Ceci est le th�eor�eme de Gabriel.

En particulier, la classi�cation desmodules ind�ecomposablesest ind�ependante du

corps de base.
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2. Il y a une bijection c = (c1; c2; : : : ; c� ) 7! [e(c)] entre N � et l'ensembledesclasses

d'isomorphisme de modules de Q, o�u e(c) = � �
t=1 ct e� (i ;t ) . Dans ce cas, nous

avons dim(e(c)) = (d1; : : : ; dn ), o�u
P �

t=1 ct � (i ; t) =
P

i =1 di � i , i.e. c est de

i-homog�en�eit�e d.

3. Si � = � a + � a+1 + : : : + � b, 1 � a � b � n, alors e� est isomorphe au module

(Vi ; f ij ) avec

Vi =

(
F; si a � i � b;

0; sinon;
et 8i ! j 2 Q1; f ij =

(
IdF ; si a � i; j � b;

0; sinon.

Preuve. (Lusztig, 1990a,sect. 4.12 { 4.15) �

Soit i adapt�e au carquoisQ. Soient S l'ensemble dessuitesexactescourtesnon-scind�ees

de modulesde Q et Sop l'ensemble dessuites de S dont lesextr�emit�essont desmodules

ind�ecomposables.Donc si � 2 Sop alors il existe s1; s2 2 f 1; 2; : : : ; � g tels que

� : 0 ! e� s1 ! V ! e� s2 ! 0:

Un �el�ement � de Sop est appel�e op�eration �el�ementaire et nous notons op � le vecteur

(op�
1 ; : : : ; op�

� ) 2 Z � donn�e par

op�
t =

8
>>>><

>>>>:

� 1 si t = s1; s2

1 si e� t est un facteur direct de V

0 autrement :

Pour tout c 2 N � soit Sop(c) = f � 2 Sop j c + op � 2 N � g.

Pour chaquesuite exactenon-scind�ee� : 0 ! U ! V ! W ! 0, nous d�e�nissons les

suites homologiquesassoci�eesHom-Ext (X ; �) et Hom-Ext (� ; X ) par

Hom-Ext (X ; �) : 0 ! Hom (X ; U ) ! Hom(X ; V ) ! Hom (X ; W ) !

! Ext (X ; U ) ! Ext (X ; V ) ! Ext (X ; W ) ! 0

Hom-Ext (� ; X ) : 0 ! Hom (W ; X ) ! Hom(V ; X ) ! Hom (U ; X ) !

! Ext (W ; X ) ! Ext (V ; X ) ! Ext (U ; X ) ! 0:
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Noter que Ext 2( ; ) est toujours nul car l'alg�ebre des chemins dans Q est h�er�editaire.

Ainsi cessuites sont exactes.

Posons[V ; V 0]Q = dimF HomQ (V ; V 0) et [V ; V 0]1Q = dimF Ext 1
Q (V ; V 0). Nous �ecrirons

souvent [V ; V 0] (respectivement [V ; V 0]1) au lieu de [V ; V 0]Q (respectivement [V ; V 0]1Q )

si le choix du carquois Q est clair. Noter que HomQ (V ; V 0) est le F -espacevectoriel

desmorphismesg : V ! V 0 dans Mod(Q) et Ext 1
Q (V ; V 0) est le F -espacevectoriel des

extensions0 ! V 0 ! E ! V ! 0 dans Mod(Q). Nous �etendons[ ; ]Q et [ ; ]1Q

par lin�earit�e �a tout le groupe de Grothendieck (le groupe ab�elien libre ayant comme

base les classesd'isomorphisme des modules ind�ecomposablesdans Mod(Q)) et nous

d�e�nissons la forme bilin �eaire ' ( ; ) sur Z � par ' (a; b) = [e(a); e(b)]Q � [e(b); e(a)]1
Q ,

pour a; b 2 Z � :

Lemme 1.2.3 Soit i = (i 1; i2; : : : ; i � ) 2 I adapt�e au carquois Q et i0 = (i 2; i3; : : : ; i � ; j )

2 I adapt�e au carquois si 1 (Q) = Q0 o�u j est d�e�ni par w0(� i 1 ) = � � j . Soit e�

(respectivement e0
� ) un module ind�ecomposablede Q (respectivement Q0) de dimension

� 2 R+ .

1. Si
h
e� (i ;h) ; e� (i ;k )

i

Q
6= 0 pour 1 � h; k � � , alors h � k.

2. Pour 1 < h < k � � , nous avons
h
e� (i ; h) ; e� (i ; k)

i

Q
6= 0 si et seulement si

h
e0

� (i 0; h� 1) ; e0
� (i 0; k� 1)

i

Q0
6= 0.

3. Pour 1 < h < k � � , nous avons
h
e� (i ; k) ; e� (i ; h)

i 1

Q
6= 0 si et seulement si

h
e0

� (i 0; k� 1) ; e0
� (i 0; h� 1)

i 1

Q0
6= 0.

Preuve. 1. est montr �e dans (Lusztig, 1990a,sect. 4.12).

2. Comme h; k > 1, nous avons � (i ; h) 6= � i 1 et � (i ; k) 6= � i 1 et par cons�equent, les

modules ind�ecomposablese� (i ;h) et e� (i ;k ) sont dans Mod+ (Q; i 1). Comme h; k � � ,

nous avons � (i0; h � 1) 6= � i 1 et � (i0; k � 1) 6= � i 1 et par cons�equent, les modules

ind�ecomposablese0
� (i 0;h� 1) et e0

� (i 0;k � 1) sont dans Mod� (Q0; i1). Dans (Lusztig, 1990a),
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il est montr �e que � +
i 1

(e� (i ;h) ) est isomorphe �a e0
� (i 0;h� 1) et que � +

i 1
(e� (i ;k )) est iso-

morphe �a e0
� (i 0;k � 1) si h; k > 1. Comme � +

i 1
est une �equivalence de Mod+ (Q; i 1) �=

Mod� (si 1 (Q); i 1), nous pouvons conclure que HomQ (e� (i ;h) ; e� (i ;k ) ) 6= 0 si et seulement

si HomQ0(e0
� (i 0;h� 1); e0

� (i 0;k � 1)) 6= 0. Ceci montre 2.

3. Notons d'abord que si les modules V et V 0 de Q sont dans Mod+ (Q; i 1) et 0 !

V 0 ! E ! V ! 0 est une suite exacte courte dans Mod(Q), alors E est aussi dans

Mod+ (Q; i 1). Ceci peut être montr �e ou bien en utilisant la d�e�nition de Mod+ (Q; i 1)

ou bien en utilisant le fait qu'un module M appartient �a Mod+ (Q; i 1) si et seulement

si HomQ (M ; e� i 1
) = 0 et en appliquant le foncteur HomQ ( � ; e� i 1

) �a la suite exacte

0 ! V 0 ! E ! V ! 0 pour montrer que HomQ (E; e� i 1
) = 0.

De fa�con similaire, on montre que si les modules V , V 0 de Q0 sont dans Mod� (Q0; i1)

et 0 ! V 0 ! E0 ! V ! 0 est une suite courte exacte dans Mod(Q0), alors E0 est

aussi dans Mod� (Q0; i1). Ceci est montr �e en utilisant le fait qu'un module M ap-

partient �a Mod� (Q0; i1) si et seulement si HomQ0(e� i 1
; M ) = 0 et en appliquant le

foncteur HomQ0(e� i 1
; � ) �a la suite exacte 0 ! V 0 ! E0 ! V ! 0 pour montrer que

HomQ0(e� i 1
; E0) = 0.

Or comme nous l'avons vu dans la preuve de 2., pour 1 < h < k � � , les modules

ind�ecomposablese� (i ;h) et e� (i ;k ) sont dans Mod+ (Q; i 1) et par cons�equent, si 0 !

e� (i ;h) ! E ! e� (i ;k ) ! 0 est une suite exacte courte dans Mod(Q), alors E est

dans Mod+ (Q; i 1). En appliquant le foncteur de r�e
exion � +
i 1

�a une telle suite exacte

et en utilisant le fait que � +
i 1

(e� (i ;h) ) (respectivement � +
i 1

(e� (i ;k ) )) est isomorphe au

module e0
� (i 0;h� 1) (respectivement e0

� (i 0;k � 1)) deQ0, nousobtenonsunesuite exactecourte

0 ! e0
� (i 0;h� 1) ! � +

i 1
(E) ! e0

� (i 0;k � 1) ! 0 dansMod(Q0). Ceciestunecons�equencefacile

du lemme du serpent. De plus, il est facile de voir que si la suite 0 ! e� (i ;h) ! E !

e� (i ;k ) ! 0 est scind�ee, alors la suite 0 ! e0
� (i 0;h� 1) ! � +

i 1
(E) ! e0

� (i 0;k � 1) ! 0 l'est

aussi.

De fa�con similaire, si 1 < h < k � � , alors les modules ind�ecomposablese0
� (i 0;h� 1)

et e0
� (i 0;k � 1) sont dans Mod� (Q0; i1) et par cons�equent, si 0 ! e0

� (i 0;h� 1) ! E0 !

e0
� (i 0;k � 1) ! 0 est une suite exactecourte dansMod(Q0), alors E0 est dansMod� (Q0; i1).
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En appliquant le foncteur de r�e
exion � �
i 1

�a une telle suite exacte et en utilisant le

fait que � �
i 1

(e0
� (i 0;h� 1)) (respectivement � �

i 1
(e0

� (i 0;k � 1))) est isomorpheau module e� (i ;h)

(respectivement e� (i ;k )) de Q, nous obtenons une suite exacte courte 0 ! e� (i ;h) !

� �
i 1

(E0) ! e� (i ;k ) ! 0 dans Mod(Q). Ceci est une cons�equencedu lemme du serpent

aussi. De plus, il est facile de voir que si la suite 0 ! e0
� (i 0;h� 1) ! E0 ! e0

� (i 0;k � 1) ! 0

est scind�ee,alors le suite 0 ! e� (i ;h) ! � �
i 1

(E0) ! e� (i ;k ) ! 0 l'est aussi.

Si
h
e� (i ; k) ; e� (i ; h)

i 1

Q
6= 0, alors il y a une suite exacte non-scind�ee 0 ! e� (i ;h) ! E !

e� (i ;k ) ! 0 de modulesde Q. En appliquant le foncteur de r�e
exion � +
i 1

, nous obtenons

une suite exacte non-scind�ee 0 ! e0
� (i 0;h� 1) ! � +

i 1
(E) ! e0

� (i 0;k � 1) ! 0. Elle est non-

scind�ee, car sinon, en appliquant � �
i 1

, nous aurions que 0 ! e� (i ;h) ! E ! e� (i ;k ) ! 0

est scind�ee, ce qui contredit notre hypoth�ese. Alors
h
e0

� (i 0; k� 1); e0
� (i 0; h� 1)

i 1

Q0
6= 0. De

fa�con similaire, si
h
e0

� (i 0; k� 1); e0
� (i 0; h� 1)

i 1

Q0
6= 0, alors il y a une suite exactenon-scind�ee

0 ! e0
� (i 0;h� 1) ! E0 ! e0

� (i 0;k � 1) ! 0 de modules de Q0. En appliquant le foncteur

de r�e
exion � �
i 1

, nous obtenonsune suite exacte non-scind�ee 0 ! e� (i ;h) ! � �
i 1

(E0) !

e� (i ;k ) ! 0. Elle est non-scind�ee, car sinon, en appliquant � +
i 1

, nous aurions que 0 !

e0
� (i 0;h� 1) ! E0 ! e0

� (i 0;k � 1) ! 0 est scind�ee, ce qui contredit notre hypoth�ese. Alors
h
e� (i ; k) ; e� (i ; h)

i 1

Q
6= 0. Ceci termine la preuve. �

Soit i 2 I adapt�e au carquoisQ. Soit d = (d1; d2; : : : ; dn ) 2 N n ,

Ed =
M

i ! j 2Q 1

HomF (F di ; F dj )

et Gd =
Q n

i=1 GL di (F ). Le groupe Gd agit sur Ed par

(g � f ) i ! j = (gj f ij g� 1
i ) i ! j :

Un �el�ement de Ed peut être vu commeun module dansMod(Q) de dimension d. Deux

�el�ements de Ed d�e�nissent des modules isomorphessi et seulement s'ils sont dans la

même Gd -orbite. Par le th�eor�eme 1.2.2, il existe une bijection entre l'ensemble des � -

tuples c = (c1; c2; : : : ; c� ) de i-homog�en�eit�e d et l'ensemble desGd -orbites dans Ed , o�u

c = (c1; c2; : : : ; c� ) correspond �a l'orbite Oc dont les �el�ements sont isomorphes�a V c .
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Pour le reste de cette section, soit F une clôture alg�ebrique d'un corps �ni Fq ayant

q = pe �el�ements, o�u p est un nombre premier, et soit d = (d1; d2; : : : ; dn ) 2 N n .

Il y a un ordre partiel sur N � donn�e par c0 � c si c0 et c sont de la mêmei-homog�en�eit�e

et l'orbite Oc0 est contenue dans l'adh�erencede Zariski Oc de Oc . Soit d(c) = dim(Oc).

Le th�eor�eme suivant est d�emontr �e dans (Bongartz, 1995).

Th �eor �eme 1.2.4 Soient c; c0 2 N � . Alors lesquatre �enonc�essuivantssont �equivalents:

1. c0 � c

2. Il existeune s�erie d'op�erations �el�ementaires � 1; � 2; : : : ; � k telle que� l 2 Sop(c +
P l � 1

i =1 op � i ) et c0+
P k

i=1 op � i = c

3. [e� ; e(c0)] � [e� ; e(c)] pour tout module ind�ecomposablee� .

4. [e(c0); e� ] � [e(c); e� ] pour tout module ind�ecomposablee� .

D �e�nition 1.2.5 Soit c 2 N � . Une vari�et�e de carquois est l'adh�erence de Zariski Oc

d'une orbite Oc.

1.3 La cohomologie d'in tersection locale des vari �et �es de carquois

Les r�esultats de cette section sont d�emontr �es dans (Lusztig, 1990a,chap. 9 { 10).

Soit F une clôture alg�ebrique d'un corps �ni Fq ayant q = pe �el�ements, o�u p est un

nombre premier.

Prop osition 1.3.1 Soit c 2 N � de i-homog�en�eit�e d. Alors pour chaquec0 � c, il existe

! c
c0 2 Z[v; v� 1] tel que

E c
i =

X

c0� c

! c
c0 E c0

i :

De plus ! c
c = 1 et pour tout c0 � c, 
 c

c0
d�ef
= vd(c)� d(c0) ! c

c0 est un �el�ement de Z[v2; v� 2].

Nous donneronsune formule r�ecursive pour les 
 c
c0 dans la section 3.2.
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Th �eor �eme 1.3.2 Soit c 2 N � de i-homog�en�eit�e d et soit Ec l'unique �el�ement de B tel

que � (Ec) = � (E c
i ). Alors

1. Ec =
P

c0 � c
c0 E c0

i , o�u c0 parcourt l'ensemble des �el�ements de N � qui sont de i-

homog�en�eit�e d, � c
c = 1 et � c

c0 2 v� 1Z[v� 1] pour c0 6= c.

2. Si c0 6� c, alors � c
c0 = 0.

3. Si ( ) est l'involution Z-lin �eaire de Z[v; v � 1] qui envoie v sur v� 1, alors

� c
c0 =

X

c00
c0� c00� c

! c00

c0 � c
c00:

4. Soient c0 � c, f un point Fq-rationnel de l'orbite Oc0 dans Ed et H a
f la �br e en

f du a-i �eme faisceau de cohomologie du complexede cohomologie d'intersection

de l'adh�erence Oc de Oc avec coe�cients dans Q ` (prolong�e par z�ero sur le

compl�ement de l'adh�erence), o�u ` est un nombre premier 6= p, et avec la structure

Fq telle que l'application de Frobenius est l'identit �e sur les �br es de son 0-i�eme

faisceau de cohomologie aux points rationnels de l'orbite Oc. Alors

H 2a+1
f = 0 pour tout a et vd(c)� d(c0) � c

c0 =
X

a
dim(H 2a

f ) v2a:

En particulier, vd(c)� d(c0) � c
c0 est un polynôme en v2 avec coe�cients dans N .

D �e�nition 1.3.3 On dit que la vari�et�e de carquois Oc est rationnellement lisse en

Oc0 � Oc si pour tous c00tel que c0 � c00� c nous avons
P

a dim(H 2a
f )v2a = 1 pour un

point Fq-rationnel f 2 Oc00, i.e. si � c
c00 = vd(c00)� d(c) pour tous c00tel que c0 � c00� c.

La vari�et�e de carquois Oc est rationnellement lisse si elle est rationnellement lisse en

chaqueOc0 � Oc, i.e. si � c
c0 = vd(c0)� d(c) pour tout c0 � c.

1.4 Le carquois d'Auslander-Reiten

Nous donnonsquelquesrappels sur le carquois d'Auslander-Reiten � = (� 0; � 1) de Q.

Pour plus de d�etails sur cette th�eorie, nous r�ef�erons le lecteur �a (Gabriel, 1980). Nous

ne traitons ici que le casAn .
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Soit F un corpsalg�ebriquement clos. Lessommetsdu carquoisd'Auslander-Reiten sont

les classesd'isomorphisme de modules ind�ecomposablesdu carquois Q sur F et pour

deux sommets [V ]; [W ] 2 � 0 il y a une 
 �eche [V ] ! [W ] 2 � 1 si et seulement s'il

existe un morphisme irr �eductible V ! W 2 ModF (Q): (Par d�e�nition, un morphisme

f : V ! W de ModF (Q) est irr �eductible si f n'est pas inversible et si pour toute paire

de morphismesg; h 2 ModF (Q) telle que f = h g, ou g est une section ou h est une

r�etraction.)

Par le th�eor�eme de Gabriel, il y a une bijection entre � 0 et l'ensemble des racines

positives f � 1; : : : ; � � g et nous noterons chaque sommet [e� ] 2 � 0 simplement par la

racine positive � correspondante. Nousn'aurons pasbesoinde d�eterminer explicitement

les morphismes irr �eductibles de � 1, nous nous contenterons de leur existence. Soit

P[i ] 2 f 1; : : : ; � g tel que P(i ) = e� P [i ] est le i -i�ememodule ind�ecomposableprojectif.

Le carquois d'Auslander-Reiten peut être calcul�e par une proc�edure combinatoire en

utilisant la dimensiondesmodulesind�ecomposablesprojectifs et la propri �et�ed'additivit �e

desdimensionspour les suites d'Auslander-Reiten (relations de maille).

Soit N Q = (N Q0; N Q1) le carquois suivant: N Q0 d�ef
= N � f 1; : : : ; ng et N Q1 =

[ i  j 2Q 1 f (z; i ) ! (z; j ); (z; j ) ! (z + 1; i ) j z 2 N g. Soit A(Q) le sous-carquoiscomplet

de N Q form�e de tous lessommets(z; i ) tels que1 � z � (n + 1+ ai + bi )=2 o�u, pour tout

i 2 f 1; : : : ; ng, ai (respectivement bi ) est le nombre de 
 �echesdansle chemin non-orient�e

de i �a (n + 1 � i ) qui pointent vers i (respectivement vers (n + 1 � i )).

Il y a un unique isomorphismede carquois 	 : � ! A(Q) tel que 	( P[k]) = (1; k) pour

chaquek 2 f 1; : : : ; ng. �A partir desdimensionsdesmodules ind�ecomposablesprojectifs

nous pouvons facilement calculer � en utilisant cet isomorphisme	 et les relations de

maille.

Soit Z� le carquois de translation associ�e au diagramme de Dynkin � (Gabriel, 1980,

sect. 6.5, �g. 13). Noter que ceci implique un choix d'indices sur les sommetsde �.

Rappelons que Z� 0 = Z � f 1; : : : ; ng et Z� 1 = f (z; i ) ! (z; i + 1) j z 2 Z; 1 � i <

ng [ f (z; i ) ! (z + 1; i � 1) j z 2 Z; 1 < i � ng. On appelle translation la fonction
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Q 1 � 2 � 3 - 4 � 5 - 6
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�� @
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000100 111111 011110 001000

� @
@

@R �
�
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@

@R �
�

�� @
@

@R �
�

��

111100 011111 001110

�
�
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@R �
�

�� @
@

@R �
�

�� @
@

@R
110000 011100 001111 000010

�
�

�� @
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@R �
�

�� @
@

@R �
�

�� @
@

@R �
�

��

10000 010000 001100 000011

Figure 1.1 Un carquois Q avec carquois d'Auslander-Reiten correspondant �

� : Z� 0 ! Z� 0; � (z; i ) = (z � 1; i ). Il existe un plongement unique � de � dansZ� tel

que �( � P [1]) = (1; 1) 2 Z�. En particulier �( � P [k]) = (1 � b0
k ; k) o�u b0

k est le nombre de


 �echesdans le chemin non-orient�e de 1 �a k qui pointent vers k. Dans l'exemple montr �e

dans la �gure 1.1 nous notons la racine � =
P n

i=1 di � i simplement par la dimension

(d1; : : : ; dn ) du module ind�ecomposablee� correspondant.

Soit I [i ] 2 f 1; : : : ; � g tel que I (i )
d�ef
= e� I [ i ] est le i -i�ememodule ind�ecomposableinjectif.

Nous avons � P [i ] =
P

h2Q 0
� (i ) � h et � I [i ] =

P
h2Q 0

+ (i ) � h . Soit R! [i ] tel que � R ! [i ] =
P

h2Q 0
! (i ) � h et R [i ] tel que � R  [i ] =

P
h2Q 0

 (i ) � h . Les P[i ]; i = 1; : : : n forment le

bord gauche de � et les I [i ] le bord droite. Tandis que les R ! [i ] forment le bord en bas

et les R [i ] le bord en haut de �. La �gure 1.2 montre un exemplede type A 6. Pour
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Q : 1 � 2 � 3 - 4 � 5 - 6

P[6] R [4] I [1]

@
@

@R �
�

�� @
@

@R �
�

�� @
@

@R
P[5] t5 I [2]

�
�

�� @
@

@R �
�

�� @
@

@R �
�

�� @
@

@R
� : P [4] t2 t6 I [3]

@
@

@R �
�

�� @
@

@R �
�

�� @
@

@R �
�

��

P[3] t3 I [4]

�
�

�� @
@

@R �
�

�� @
@

@R �
�

�� @
@

@R
P[2] t1 t4 I [5]

�
�

�� @
@

@R �
�

�� @
@

@R �
�

�� @
@

@R �
�

��

P[1] R! [2] R! [3] I [6]

Figure 1.2 Un carquois d'Auslander-Reiten de type A 6: P [1] = R! [1]; R! [3] =

R! [4]; R! [5] = R! [6] = I [6]; P[6] = R [6]; R [4] = R [5]; R [1] = R [2] =

R [3] = I [1]:
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chaque i = 2; : : : ; n � 1 il y a l'op�eration �el�ementaire � i 2 Sop suivante:

� i : 0 ! e� P [i ] ! e� R ! [i ] � e� R  [i ] ! e� I [ i ] ! 0:

Pour i; j; k 2 Q0, soient R(i ) = f t j 1 � t � � et i 2 Supp(� t )g, R(i; j ) = R(i ) \ R(j )

et R(i; j; k) = R(i ) \ R(j ) \ R(k). Souvent nous identi�erons R(i ) (respectivement

R(i; j ); R(i; j; k)) avec l'ensemble desracinespositives� t avec t 2 R(i ) (respectivement

R(i; j ); R(i; j; k)). Ainsi, dans le carquoisd'Auslander-Reiten, R(i ) \est" l'ensemble des

sommetsinclus dans le rectangle dont les coins sont P[i ]; R ! [i ]; I [i ]; R [i ].

Soient �; � 2 R+ , disons que �( � ) = (x; i ) et �( � ) = (y; j ) avec x; y 2 Z et i; j 2

f 1; : : : ; ng. Les faits suivants sont bien connus.

Prop osition 1.4.1 1. [e� ; e� ] 2 f 0; 1g et [e� ; e� ] = 1 ssi x � y � x + i � 1 et

x + i � y + j � x + n.

2. [e� ; e� ]1 2 f 0; 1g et [e� ; e� ]1 = 1 ssi x+ 1 � y � x+ i et x+ i + 1 � y+ j � x+ n+ 1.

3. Si [e� ; e� ] = 0 et [e� ; e� ]1 = 1, i.e. soit y = x + i et x + i + 1 � y+ j < x + n + 1 ou

encore soit y + j = x + n + 1 et x + 1 � y < x + i , alors � + � 2 R+ et il existeune

suite exactecourte 0 ! e� ! e� + � ! e� ! 0 qui est une base de Ext 1
Q (e� ; e� ).

De plus

�( � + � ) =

8
><

>:

(x; y � x + j ); si y = x + i et x + i + 1 � y + j < x + n + 1;

(y; x + i � y); si y + j = x + n + 1 et x + 1 � y < x + i .

et si 0 ! e� ! V ! e� ! 0 est une suite exactecourte non-scind�ee alors V est

isomorphe �a e� + � .

4. Si [e� ; e� ] = 1 et [e� ; e� ]1 = 1, i.e. x + 1 � y < x + i et x + i + 1 � y+ j < x + n+ 1,

alors il existeune uniquepaire deracinespositivesdistinctes 
 , 
 0 telle que� + � =


 + 
 0 et qu'il existe une suite exactecourte 0 ! e� ! e
 � e
 0 ! e� ! 0 qui est

une basede Ext 1
Q (e� ; e� ). De plus �( 
 ) = (y; x + i � y) et �( 
 0) = (x; y � x + j )

et si 0 ! e� ! V ! e� ! 0 est une suite exactecourte non-scind�ee alors V est

isomorphe �a e
 � e
 0.
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5. Soit k 2 f 1; : : : ; ng; alors [P(k); e� ] = 1 ssi k 2 Supp(� ). Par cons�equent, si

c 2 N � est de i-homog�en�eit�e d alors [P(k); e(c)] = dk .

6. Soit c de i-homog�en�eit�e d. Avec la notation cA =
P

t2 A ct , pour tout sous-ensemble

A de f 1; 2; : : : ; � g, nous avons

[e� R ! [i ] ; e(c)] = cR(i )nR(i;j ) = di � cR(i;j ) si i ! j; i > j

et [e� R  [i ] ; e(c)] = cR(i )nR(i;j ) = di � cR(i;j ) si i ! j; i < j

1.5 Les � -partages

D�e�nition 1.5.1 Soit � une racine positive et �( � ) = (x; i ) saposition dansle carquois

d'Auslander-Reiten. Soit � un partage, i.e. � = (� 1; : : : ; � l ); l � 0; � i 2 N ; � 1 � � 2 �

: : : � � l > 0: Noter que si l = 0 alors � = ; est le partage vide. Nous disons que � est

un � -partage si pour tout a 2 f 1; : : : ; lg; b 2 f 1; : : : ; � ag, il existe une racine positive �

tel que

1. le module ind�ecomposablee� n'est pas projectif et

2. (x � b+ 1; i + b� a) = �( � ).

Exemple 1.5.2 Soit � = � I [3] dans l'exemple de la �gur e 1.2. Alors �( � ) = (3; 4).

Dans ce cas � = (3; 3; 1) est un � -partage. On associe �a � son diagramme:

� = 20pt(3; 2; 3; 32; 41; 5; 3; 42; 51; 6) = 20pt(t 4; I [4]t6t5; I [3]I [2]I [1])

La forme du diagramme de � est celle du diagramme de Ferrer associ�e au partage � .

Chaque case du diagramme correspond �a un sommet de � 0 en pla�cant l'origine du

diagramme �a � et en faisant une rotation anti-horaire de 3� =4 autour de � .

Parfois, on voit le � -partage � comme l'ensemble des sommets correspondant �a son

diagramme f (x � b+ 1; i + b � a)j1 � a � l ; 1 � b � � l g. Ainsi, la notation � 2 �

signi�e que � correspond �a un dessommetsdans le diagramme de �:
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Pour le reste de cette section, �xons i adapt�e au carquois Q et �ecrivons � t au lieu de

� (i ; t) pour 1 � t � � . Alors i induit un ordre total � 1 < � 2 < : : : < � � sur les racines

positives par � t = si 1 si 2 : : : si t � 1 (� i t ). �Etant donn�e un � r -partage � = (� 1; � 2; : : : ; � l ),

nous d�e�nissons son poids � � = (� �
1 ; : : : ; � �

� ) 2 Z � de la fa�con suivante:

� �
s = � 1 si �( � s) 2

8
><

>:

f (x � � k ; i + � k � k)j(1 � k < l et � k 6= � k+1 )g

[ f (x � � l ; i + � l � l )g

� �
s = +1 si �( � s) 2

8
><

>:

f (x � � k+1 ; i + � k+1 � k)j1 � k < l et � k 6= � k+1 g

[ f (x; i � l ); (x � � 1; i + � 1)g

� � � 0 ailleurs;

o�u (x; i ) = �( � r ).

Soit � �
� = f s j � �

s = � 1g, et � �
+ = f s j � �

s = 1g. Notons par � ; ;r le poids du � r -partage

vide � = ; . Par d�e�nition � ; ;r est le vecteur qui vaut 1 �a la r -i�emeposition et 0 ailleurs.

Pour c 2 N � et 1 � r � � soit �( r; c) l'ensemble des� r -partagestels que c + � � 2 N � .

Les faits suivants sont des cons�equencesdirectes des d�e�nitions et de la proposition

1.4.1: Soit � un � r -partage. Alors pour tous s;s0 2 � �
� ; t; t0 2 � �

+ nous avons

[e� t ; e� r ] = 1; [e� r ; e� s ] = 0; [e� t ; e� s ] = 0

[e� r ; e� s ]1 = 1; [e� r ; e� t ] = 0 si t 6= r [e� t ; e� s ]1 = 0

[e� s ; e� r ]1 = 0; [e� s ; e� t ]1 = 0

[e� t ; e� r ]1 = 0; [e� s ; e� s0]1 = 0

[e� t ; e� t 0]1 = 0:

Noter que par cons�equent, [e(� � ); e(� � )]1 = 0, [e(� � ); e� r ]1 = 0 et si � 6= ; alors

[e� r ; e(� � )] = 0.

Soient � r la r -i�eme racine positive et � = (� 1; � 2; : : : ; � l ) un � r -partage, � 6= ; . Soit

f k1 < k2 < : : : < kmg l'ensemble desentiers k < l tels que � k 6= � k+1 . Nous d�e�nissons

les partages�a parts �egalessuivants:

� 1 = (� 1; � 2; : : : ; � k1 )

� h = (� (k( h � 1) +1) ; � (k( h � 1) +2) ; : : : ; � kh ) 2 � h � m

� m+1 = (� (km +1) ; � (km +2) ; : : : ; � l )
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Disons que �( � r ) = (x; i ) est la position de � r dans le carquois d'Auslander-Reiten et

d�e�nissons une suite de racinespositives � s1 ; � s2 ; : : : ; � sm +1 par

� s1 = � r et �( � sh ) = (x; i � kh� 1) pour 2 � h � m + 1

Consid�eronschaque � h commeun � sh -partage, 1 � h � m + 1. Alors

� � � � ; ;r =
m=1X

h=1

(� � h
� � ; ;sh ); � �

� =
m+1G

h=1

� � h

� ; � �
+ t

 m+1G

h=2

f shg

!

=
m+1G

h=1

� � h

+ (1.1)

De plus, pour chaque h, � h est un � sh -partage �a parts �egales. Donc j� � h

� j = 1 et par

un r�esultat de (Brown, 1998) il y a une suite exactenon-scind�ee

� h : 0 !
M

t2 � � h
�

e� t !
M

t2 � � h
+

e� t ! e� sh ! 0:

Ce fait a plusieurs cons�equencesimportantes et nous les pr�esentons dans les quatre

lemmessuivants.

Lemme 1.5.3 Soient � 6= ; un � r -partage et s 2 � �
+ , alors il existe un s0 < s tel que

s0 2 � �
� .

Preuve. Il existeh tel ques 2 � � h

+ et alors il existes0 2 � � h

� � � �
� tel que[e� s0; e� s ] = 1

parce que � hest exacte. Ainsi s0 < s par le lemme 1.2.3, d'o�u s0 < s. �

Lemme 1.5.4 Soit � un � r -partage. Alors

� r +
X

s2 � �
�

� s =
X

s2 � �
+

� s

Preuve. Si � = ; alors le r�esultat est �evident. Sinon pour tout h 2 f 1; 2; : : : ; m + 1g,

nous avons � sh +
P

s2 � � h
�

� s =
P

s2 � � h
+

� s parce que � h est exacte. En utilisant (1.1),

nous obtenons
P

(s2 � �
� ) � s +

P m+1
h=1 � sh =

P m+1
h=1

�
P

(s2 � � h
� )

� s + � sh

�

=
P m+1

h=1
P

(s2 � � h
+ )

� s

=
P

(s2 � �
+ ) � s +

P m+1
h=2 � sh
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et le lemme est prouv�e parce que s1 = r . �

Lemme 1.5.5 Soit � 6= ; un � r -partage. Alors pour chaquemodule X de Q,

[X ; e(� � )] � [X ; e� r ] = [X ; e(� � )]1 � [X ; e� r ]1

et [e(� � ); X ] � [e� r ; X ] = [e(� � ); X ]1 � [e� r ; X ]1:

Preuve. Comme � h est exacte,nous avons

[X ; e(� � h
)] � [X ; e� sh ] = [X ; e(� � h

)]1 � [X ; e� sh ]1

et [e(� � h
); X ] � [e� sh ; X ] = [e(� � h

); X ]1 � [e� sh ; X ]1;

parcequelessuitesHom-Ext (X ; � h) et Hom-Ext (� h ; X ) sont exactes.Mais � � � � ; ;r =
P m=1

h=1 (� � h
� � ; ;sh ) et ainsi

[X ; e(� � )] � [X ; e� r ] =
P m+1

h=1

�
[X ; e(� � h

)] � [X ; e� sh ]
�

=
P m+1

h=1

�
[X ; e(� � h

)]1 � [X ; e� sh ]1
�

= [X ; e(� � )]1 � [X ; e� r ]1

et
[e(� � ); X ] � [e� r ; X ] =

P m+1
h=1

�
[e(� � h

); X ] � [e� sh ; X ]
�

=
P m+1

h=1

�
[e(� � h

); X ]1 � [e� sh ; X ]1
�

= [e(� � ); X ]1 � [e� r ; X ]1

�

Lemme 1.5.6 Soit � 6= ; un � r -partage. Alors

[e� r ; e(� � )]1 = � 1; [e(� � ); e� r ] = 1 et [e(� � ); e(� � )] = 1

Preuve. En �evaluant lesdeux �equationsdu lemmepr�ec�edent enX = e� r , nousobtenons

[e� r ; e(� � )] � [e� r ; e� r ] = [e� r ; e(� � )]1 � [e� r ; e� r ]1

et [e(� � ); e� r ] � [e� r ; e� r ] = [e(� � ); e� r ]1 � [e� r ; e� r ]1:

De plus [e� r ; e� r ] = 1, [e� r ; e� r ]1 = 0, [e� r ; e(� � )] = 0, [e(� � ); e� r ]1 = 0 et alors

[e� r ; e(� � )]1 = � 1; et [e(� � ); e� r ] = 1:
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En �evaluant la premi�ere �equation du lemme pr�ec�edent en X = e(� � ), nous obtenons

[e(� � ); e(� � )] � [e(� � ); e� r ] = [e(� � ); e(� � )]1 � [e(� � ); e� r ]1:

Mais [e(� � ); e(� � )]1 = 0, [e(� � ); e� r ]1 = 0, et nous avons montr �e ci-dessusque

[e(� � ); e� r ] = 1, donc [e(� � ); e(� � )] = 1. �

Prop osition 1.5.7 Soit � un � r -partage. Si j� �
+ j = 1 alors

ou � = ; et j� �
� j = 0

ou � �
� = f sg et [e� s ; e� r ] = 0 et les supports Supp(� s); Supp(� r ) sont disjoints.

ou � �
� = f s; s0g et [e� s ; e� r ] =

�
e� s0; e� r

�
= 0 et lessupports Supp(� s), Supp(� s0

),

Supp(� r ) sont deux �a deux disjoints. En particulier [e� s ; e� s0] = [e� s0; e� s ] = 0.

Preuve. Soit � �
+ = f tg. Par le lemme 1.5.4, nous avons � t = � r +

P
s2 � �

�
� s et

alors les supports Supp(� r ), Supp(� s), Supp(� s0
) sont deux �a deux disjoints pour tout

s; s0 2 � �
� . Ceci implique [e� s ; e� r ] = 0 pour tous s 2 � �

� . Il ne reste qu'�a voir que

j� �
� j � 2. Disons � t = � a + � a+1 + : : : + � b� 1 + � b et � r = � c + � c+1 + : : : + � d� 1 + � d.

Alors a � c � d � b. Comme nous avons [e� r ; e� s ]1 = 1 et [e� s ; e� r ] = 0 pour tout

s 2 � �
� , la somme� r + � s est une racine positive par la proposition 1.4.1. Ainsi, ou

c � 1 2 Supp(� s) ou d + 1 2 Supp(� s) pour tout s 2 � �
� , et alors j� �

� j � 2. �

Corollaire 1.5.8 Soient � �
+ = f tg et � �

� = f s1; s2g et �( � r ) = (z; i ) la position de

� r dans le carquois d'Auslander-Reiten. Alors dans le carquois d'Auslander-Reiten, un

des deux � s1 ; � s2 se trouve sur la diagonale (z � k; k); 1 � k � n � i et l'autr e sur la

diagonale(z + i � n � 1; k); n � i + 2 � k � n; (cf. �gur e 1.3).

Preuve. Par la d�e�nition de � � , nous avons [e� r ; e� sj ]1 = 1 et par la proposition,

[e� sj ; e� r ] = 0, j = 1; 2. Par cons�equent � s1 et � s2 se trouvent sur les deux diagonales
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Figure 1.3 Un � r -partage � avec �( � r ) = (z; i ), � �
+ = f tg et � �

� = f s1; s2g

en question. Ils ne peuvent pas être sur la même diagonale parce que leurs supports

sont disjoints. �



CHAPITRE I I

R �ESUL TATS DE R.B �ED ARD

Nous pr�esentons dans ce chapitre desr�esultats non-publi�esde Robert B�edard avec des

preuvesd�etaill�ees.

2.1 L'e�et de l'in volution ( ) sur un vecteur de racine

Soit � le graphede Dynkin de type An . Dans cette section, nousallons exprimer l'e�et

de l'in volution ( ) sur un �el�ement ~Ti 1
~Ti 2 � � � ~Ti k � 1 (E i k ) de U + par rapport �a la basede

type PBW B i . Ici i = (i 1; i2; : : : ; i � ) 2 I est adapt�e �a un carquoisQ de �.

Un �el�ement de U + de la forme ~Ti 1
~Ti 2 � � � ~Ti k � 1 (E i k ) = E � ; ;k

i est appel�e vecteur de

racine par rapport �a i . Dans la proposition suivante, nousexprimons d'abord le vecteur

de racine commeune sommede monômesdans le g�en�erateurs E1; E2; : : : ; En de U + .

Prop osition 2.1.1 Soient Q un carquois de � et i = (i 1; i2; : : : ; i � ) 2 I adapt�e �a Q.

Pour 1 � a � b � n, soient �[ a;b] le sous-graphe complet de � dont l'ensembledes

sommetsest f a;a + 1; : : : ; bg et Q[a;b] le sous-carquois de Q dont le grapheest �[ a;b].

Si � (i ; k) = si 1 si 2 : : : si k � 1 (� i k ) = � a + � a+1 + : : : + � b, alors

~Ti 1
~Ti 2 � � � ~Ti k � 1 (E i k ) =

X

Q0

(� v) � � (Q[a;b];Q0)EQ0;

o�u la sommeest sur tous les carquois Q0 dont le grapheest �[ a;b], � (Q[a;b]; Q0) est le

nombre d'arêtesde �[ a;b] dont l'orientation dans Q[a;b] et Q0 est oppos�ee et EQ0 = Ea
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si a = b et

EQ0 =

8
>>><

>>>:

EbEQ0[a;b� 1]; si (b� 1)  b dans Q0;

EQ0[a;b� 1]Eb; si (b� 1) ! b dans Q0;

si a < b:

Preuve. Nousproc�edonspar r�ecurrencesur k. Si k = 1, alors � (i ; 1) = � i 1 et le r�esultat

est �evident. Supposonsmaintenant que le r�esultat est vrai pour k < m pour toutes les

suites j = (j 1; j 2; : : : ; j � ) 2 I adapt�ees�a un carquois,et consid�erons le caso�u k = m.

Soit j 2 f 1; 2; : : : ; ng tel que w0(� i 1 ) = � � j . Alors nous savons par la proposition

1.2.1.3. que j = (i 2; i3; : : : ; i � ; j ) est un �el�ement de I et que j est adapt�e au carquois

si 1 (Q) = Q1. Nous obtenons

� (j ; m � 1) = si 2 si 3 : : : si m � 1 (� i m ) = si 1 (� (i ; m)) =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

bX

i = a

� i ; si a < i 1 < b;

bX

i = a+1

� i ; si i 1 = a;

b� 1X

i = a

� i ; si i 1 = b;

bX

i = a� 1

� i ; si i 1 = (a � 1);

b+1X

i = a

� i ; si i 1 = (b+ 1);

bX

i = a

� i ; sinon.

Par hypoth�esede r�ecurrence,nous avons

~Ti 2
~Ti 3 � � � ~Ti m � 1 (E i m ) =

X

Q0
1

(� v) � � (Q1 [a0;b0];Q0
1)EQ0

1

o�u a0 � b0 sont d�e�nis par � (j ; m � 1) =
P b0

i = a0 � i et la sommeest sur tous les carquois

Q0
1 du graphe �[ a0; b0]. Nous voulons calculer

~Ti 1
~Ti 2

~Ti 3 � � � ~Ti m � 1 (E i m ) =
X

Q0
1

(� v) � � (Q1 [a0;b0];Q0
1) ~Ti 1

�
EQ0

1

�
:
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Noter que i 1 est un puits de Q et une sourcede Q1 = si 1 (Q). Il y a six cas�a consid�erer:

(1) a < i 1 < b (2) i 1 = a (3) i 1 = b (4) i 1 = (a � 1) (5) i 1 = (b+ 1) et

(6) i 1 < (a � 1) ou i 1 > (b+ 1). Par la suite, nous �ecrirons c au lieu de i 1.

Nous consid�erons d'abord le cas (1): a < i 1 < b. Dans ce cas, a0 = a et b0 = b. Si P<c

est un carquois dont le graphe est �[ a; c � 1] et si P>c est un carquois dont le graphe

est �[ c + 1; b] et si nous consid�erons tous les carquois Q0
1 dont le graphe est �[ a;b] et

tels que Q0
1[a; c � 1] = P<c et Q0

1[c + 1; b] = P>c , alors il y a 4 possibilit�es pour Q0
1

correspondant aux 4 possibilit�esd'orienter lesarêtesf c� 1; cg et f c;c+ 1g. En utilisant

la d�e�nition de EQ0
1
, nous pouvons montrer facilement qu'il existe deux sous-ensembles

disjoints f j 1; j 2; : : : ; j x g, f j 0
1; j 0

2; : : : ; j 0
yg avec j 1 > j 2 > : : : > j x , j 0

1 > j 0
2 > : : : > j 0

y ,

f j 1; j 2; : : : ; j x g[ f j 0
1; j 0

2; : : : ; j 0
yg = f a;a+ 1; : : : ; bgnf c� 1; c;c+ 1g tels que pour tous les

4 carquois Q0
1 dont le graphe est �[ a;b] avec Q0

1[a; c � 1] = P<c et Q0
1[c + 1; b] = P>c ,

nous avons que EQ0
1

est �egal �a

8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

E j 1 E j 2 � � � E j x Ec+1 Ec� 1EcE j 0
y

� � � E j 0
2
E j 0

1
; si (c � 1) ! c  (c + 1) dans Q0

1;

E j 1 E j 2 � � � E j x Ec+1 EcEc� 1E j 0
y

� � � E j 0
2
E j 0

1
; si (c � 1)  c  (c + 1) dans Q0

1;

E j 1 E j 2 � � � E j x Ec� 1EcEc+1 E j 0
y

� � � E j 0
2
E j 0

1
; si (c � 1) ! c ! (c + 1) dans Q0

1;

E j 1 E j 2 � � � E j x EcEc� 1Ec+1 E j 0
y

� � � E j 0
2
E j 0

1
; si (c � 1)  c ! (c + 1) dans Q0

1;

et

� (Q1[a;b]; Q0
1) = � +

8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

2; si (c � 1) ! c  (c + 1) dans Q0
1;

1; si (c � 1)  c  (c + 1) dans Q0
1;

1; si (c � 1) ! c ! (c + 1) dans Q0
1;

0 si (c � 1)  c ! (c + 1) dans Q0
1;

o�u � = � (Q1[a; c � 1]; Q0
1[a; c � 1]) + � (Q1[c + 1; b]; Q0

1[c + 1; b]).



28

Par cons�equent

X

Q0
1

(� v) � � (Q1 [a;b];Q0
1) ~Ti 1 (EQ0

1
) = (� v) � � E j 1 E j 2 : : : E j x

~Tc(X ) E j 0
y

� � � E j 0
1

(2.1)

o�u la sommeest sur les4 carquoisQ0
1 dont le grapheest �[ a;b] et tels queQ0

1[a; c� 1] =

P<c et Q0
1[c + 1; b] = P>c et

X = (� v) � 2Ec+1 Ec� 1Ec + (� v) � 1Ec+1 EcEc� 1 + (� v) � 1Ec� 1EcEc+1 + EcEc� 1Ec+1 :

Mais

X = ~Tc� 1(Ec)Ec+1 � v� 1Ec+1 ~Tc� 1(Ec) = ~T � 1
c (Ec� 1)Ec+1 � v� 1Ec+1 ~T � 1

c (Ec� 1);

car ~T � 1
c (Ec� 1) = ~Tc� 1(Ec) et

~Tc(X ) = Ec� 1 ~Tc(Ec+1 ) � v� 1 ~Tc(Ec+1 )Ec� 1

= Ec� 1Ec+1 Ec � v� 1Ec� 1EcEc+1 � v� 1Ec+1 EcEc� 1 + v� 2EcEc+1 Ec� 1:

Donc le membre de gauche de l' �equation (2.1) est �egal �a

(� v) � � E j 1 E j 2 � � � E j x Ec� 1Ec+1 EcE j 0
y

� � � E j 0
2
E j 0

1

+( � v) � (� +1) E j 1 E j 2 � � � E j x Ec� 1EcEc+1 E j 0
y

� � � E j 0
2
E j 0

1

+( � v) � (� +1) E j 1 E j 2 � � � E j x Ec+1 EcEc� 1E j 0
y

� � � E j 0
2
E j 0

1

+( � v) � (� +2) E j 1 E j 2 � � � E j x EcEc+1 Ec� 1E j 0
y

� � � E j 0
2
E j 0

1

et ceci est �egal �a
X

Q0
1

(� v) � � (Q[a;b];Q0
1)EQ0

1
;

o�u la sommeest sur les4 carquoisQ0
1 dont le grapheest �[ a;b] et tels queQ0

1[a; c� 1] =

P<c et Q0
1[c + 1; b] = P>c . Noter que nous avons utilis �e le fait que c est un puits de Q.

Ainsi
~Ti 1

~Ti 2 � � � ~Ti m � 1 (E i m ) =
X

P>c ;P<c

X

Q0
1

(� v) � � (Q1 [a0;b0];Q0
1) ~Ti 1 (EQ0

1
)

=
X

P>c ;P<c

X

Q0
1

(� v) � � (Q[a;b];Q0
1 )(EQ0

1
)

=
X

Q0

(� v) � � (Q[a;b];Q0) (EQ0)
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o�u la somme
P

P>c ;P<c
est sur toutes lespairesde carquois(P>c ; P<c ) telles queP>c est

un carquoisdu graphe�[ c+ 1; b] et P<c estun carquoisdu graphe�[ a; c� 1], et la somme
P

Q0
1

est sur les 4 carquois Q0
1 dont le graphe est �[ a;b] et tels que Q0

1[a; c � 1] = P<c

et Q0
1[c + 1; b] = P>c et la somme

P
Q0 est sur tous les carquois Q0 dont le graphe est

�[ a;b]. Ceci termine la preuve dans le cas(1).

Consid�eronsmaintenant le cas(2): i 1 = a. Dans ce cas,a0 = a + 1 et b0 = b. Ainsi

~Ti 2
~Ti 3 � � � ~Ti m � 1 (E i m ) =

X

Q0
1

(� v) � � (Q1 [a+1 ;b];Q0
1)EQ0

1

et

~Ti 1
~Ti 2 � � � ~Ti m � 1 (E i m ) =

X

Q0
1

(� v) � � (Q1 [a+1 ;b];Q0
1) ~Ti 1 (EQ0

1
)

o�u la sommeest sur tous les carquois Q0
1 de �[ a + 1; b].

En utilisant la d�e�nition de EQ0
1

et la relation Ea+1 Eh = EhEa+1 si ja + 1 � hj > 1,

nous obtenons

EQ0
1

=

8
>>><

>>>:

EQ0
1 [a+2 ;b]Ea+1 ; si (a + 1)  (a + 2) dans Q0

1;

Ea+1 EQ0
1 [a+2 ;b]; si (a + 1) ! (a + 2) dans Q0

1;

et

~Ta(EQ0
1
) =

8
>>><

>>>:

EQ0
1 [a+2 ;b] (Ea+1 Ea � v� 1EaEa+1 ); si (a + 1)  (a + 2) dans Q0

1;

(Ea+1 Ea � v� 1EaEa+1 ) EQ0
1 [a+2 ;b]; si (a + 1) ! (a + 2) dans Q0

1.

Noter que si Q0 est un carquois du graphe �[ a;b] avec Q0[a + 1; b] = Q0
1, alors

EQ0 =

8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

EQ0[a+2 ;b] Ea+1 Ea; si a  (a + 1)  (a + 2) dans Q0;

EQ0[a+2 ;b] Ea Ea+1 ; si a ! (a + 1)  (a + 2) dans Q0;

Ea+1 Ea EQ0[a+2 ;b]; si a  (a + 1) ! (a + 2) dans Q0;

Ea Ea+1 EQ0[a+2 ;b]; si a ! (a + 1) ! (a + 2) dans Q0:
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En utilisant la d�e�nition de la fonction � , il est maintenant facile de v�eri�er que

~Ti 1
~Ti 2 : : : ~Ti m � 1 (E i m ) =

X

Q0

(� v) � � (Q[a;b];Q0)EQ0:

Ceci termine la preuve dans le cas(2).

Le cas(3), i 1 = b, sed�emontre de la mêmefa�con que le cas(2).

Nous consid�eronsmaintenant le cas(4): i 1 = (a � 1). Dans cecasa0 = (a � 1) et b0 = b.

Ainsi

~Ti 2
~Ti 3 : : : ~Ti m � 1 (E i m ) =

X

Q0
1

(� v) � � (Q1 [a� 1;b];Q0
1)EQ0

1

o�u la sommeest sur tous les carquois Q0
1 de �[ a � 1; b]. Si P est un carquois dont le

graphe est �[ a;b] et si nous consid�erons tous les carquois Q0
1 de �[ a � 1; b] tels que

Q0
1[a;b] = P, alors il y a deux possibilit�es pour Q0

1 correspondant aux 2 possibilit�es

d'orienter l'ar ête f a � 1; ag et, pour ceux-l�a, nous utilisons la d�e�nition de E Q0
1

et la

relation EhEk = EkEh si jh � kj > 1, pour obtenir

EQ0
1

=

8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

EQ0
1 [a+1 ;b]EaEa� 1; si (a � 1)  a  (a + 1) dans Q0

1;

EQ0
1 [a+1 ;b]Ea� 1Ea; si (a � 1) ! a  (a + 1) dans Q0

1;

EaEa� 1EQ0
1 [a+1 ;b]; si (a � 1)  a ! (a + 1) dans Q0

1;

Ea� 1EaEQ0
1 [a+1 ;b]; si (a � 1) ! a ! (a + 1) dans Q0

1.

Donc
X

Q0
1

(� v) � � (Q1 [a� 1;b];Q0
1)EQ0

1

=

8
>>><

>>>:

(� v) � � EQ0
1 [a+1 ;b] (� v� 1EaEa� 1 + Ea� 1Ea) si a  (a + 1) dans P;

(� v) � � (� v� 1EaEa� 1 + Ea� 1Ea) EQ0
1 [a+1 ;b] si a ! (a + 1) dans P;

=

8
>>><

>>>:

(� v) � � EQ0
1 [a+1 ;b]

~Ta(Ea� 1) si a  (a + 1) dans P;

(� v) � � ~Ta(Ea� 1) EQ0
1 [a+1 ;b] si a ! (a + 1) dans P;
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o�u la somme est sur les deux carquois Q0
1 de �[ a � 1; b] tels que Q0

1[a;b] = P et

� = � (Q1[a;b]; Q0
1[a;b]). Noter que ~Ta(Ea� 1) = ~T � 1

a� 1(Ea). Ainsi nous obtenons

X

Q0
1

(� v) � � (Q1 [a� 1;b];Q0
1) ~Ti 1 (EQ0

1
) =

8
>>><

>>>:

(� v) � � EQ0
1 [a+1 ;b] Ea si a  (a + 1) dans P

(� v) � � Ea EQ0
1 [a+1 ;b] si a ! (a + 1) dans P

= (� v) � � (Q[a;b];P )EP

o�u la sommeest sur les deux carquois Q0
1 de �[ a � 1; b] tels que Q0

1[a;b] = P et � est

commeci-dessus.Nous obtenons

~Ti 1
~Ti 2 � � � ~Ti m � 1 (E i m ) =

X

P

X

Q0
1

(� v) � � (Q1 [a� 1;b];Q0
1)Ti 1 (EQ0

1
) =

X

P

(� v) � � (Q[a;b];P )EP

o�u la somme
P

P est sur tous les carquois du graphe �[ a;b] et la somme
P

Q0
1

est sur

tous les carquoisQ0
1 de �[ a � 1; b] tels que Q0

1[a;b] = P. Ceci termine la preuve dans le

cas(4).

Le cas (5): i 1 = (b+ 1) se d�emontre de la même fa�con que le cas (4). Le cas (6) est

�evident. �

Maintenant, nous utilisons cette description du vecteur de racine a�n de calculer son

image sousl'in volution ( ).

Prop osition 2.1.2 (Avec les notations de la proposition 2.1.1) Soient Q un carquois

de � et i = (i 1; i2; : : : ; i � ) 2 I adapt�e �a Q. Pour 1 � a � b � n, soient �[ a;b] le

sous-graphe complet de � dont l'ensemblede sommetsest f a;a + 1; : : : ; bg et Q[a;b]

le sous-carquois de Q dont le graphe est �[ a;b]. Si � (i ; k) = si 1 si 2 : : : si k � 1 (� i k ) =

� a + � a+1 + : : : + � b, alors

~Ti 1
~Ti 2 � � � ~Ti k � 1 (E i k ) =

X

J

(v� 1 � v) jJ jE c(J )
i ;

o�u la somme est sur tous les sous-ensemblesJ de l'ensemble des arêtes de �[ a;b],

c(J ) = (c1(J ); c2(J ); : : : ; c� (J )) 2 N � avec cm (J ) 2 f 0; 1g et cm (J ) = 1 si et seulement
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si le support Supp(� (i ; m)) estune descomposantesconnexesdu grapheobtenude�[ a;b]

en retirant les arêtesde J .

Preuve. E c(J )
i est un produit de vecteurs de racine E � ; ;r 1

i E� ; ;r 2
i : : : E � ; ;r j J j +1

i par

rapport �a i . En utilisant la proposition 2.1.1, nous pouvons exprimer chacun de ces

facteurs E � ; ;r l
i comme une sommede monômesdans les E i avec i 2 Supp(� (i ; r l )) et

pour l 6= l0, les supports Supp(� (i ; r l )) et Supp(� (i ; r l0)) sont disjoints �a causede la

d�e�nition de c(J ). Disons que c(J ) = (c1; c2; : : : ; c� ) et soit a � i < j � b tel que f i; j g

estunearête dansJ . Alors il existe1 � r 6= r 0 � � tel quecr = cr 0 = 1, i 2 Supp(� (i ; r ))

et j 2 Supp(� (i ; r 0)). Dans ce cas, � (i ; r ) + � (i ; r 0) 2 R+ . Si i ! j est une 
 �eche dans

Q[a;b], alors il y a une suite exactenon-scind�ee

0 ! e� (i ;r 0) ! e� (i ;r )+ � (i ;r 0) ! e� (i ;r ) ! 0

de modulesdansMod(Q). En appliquant le lemme1.2.3,nousobtenonsque r 0 < r . Par

cons�equent, si nous exprimons E c(J )
i comme une sommede monômesEQ0 en utilisant

la proposition 2.1.1, nous voyons que E j apparâ�t dans EQ0 �a la gauche de E i . Par un

argument analogue,si i  j est une 
 �eche dansQ[a;b], alors r < r 0et si nousexprimons

E c(J )
i commeune sommede monômesEQ0 en utilisant la proposition 2.1.1,nousvoyons

que E j apparâ�t dans EQ0 �a la droite de E i . Par cons�equent, E c(J )
i est une sommede

monômesEQ0 o�u Q0 est un carquois de �[ a;b] et le monôme EQ0 apparâ�t dans cette

sommeavec un coe�cien t non-nul si et seulement si les arêtesde J ont une orientation

oppos�eedans Q[a;b] et Q0 et, dans ce cas,ce coe�cien t est (� v) � � (Q[a;b];Q0) + jJ j . Donc

X

J

(v� 1 � v) jJ jE c(J )
i =

X

J

(v� 1 � v) jJ j
X

Q0

(� v) � � (Q[a;b];Q0) + jJ jEQ0 (2.2)

o�u la somme
P

J est sur tous les sous-ensembles J de l'ensemble des arêtes de �[ a;b]

et la somme
P

Q0 est sur tous les carquois Q0 de �[ a;b] pour lesquelsl'orientation de

chaque arête de J dans Q[a;b] est oppos�ee �a l'orientation dans Q0.

Il est clair que le membre de droite de l' �equation (2.2) est �egal �a

X

Q00

"
X

K

(v� 1 � v) jK j(� v) jK j

#

(� v) � � (Q[a;b];Q00)EQ00
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o�u la somme
P

Q00 est sur tous les carquois Q00du graphe �[ a;b] et la somme
P

K est

sur tous lessous-ensemblesK de l'ensemble desarêtesde �[ a;b] qui ont une orientation

oppos�eedans Q[a;b] et dans Q00.

Noter que

X

K

(v� 1 � v) jK (� v) jK j =
X

K

(v2 � 1)jK j =
mX

i =0

 
m
i

!

(v2 � 1)i = v2m = v2 � (Q[a;b];Q00)

o�u la somme
P

K est sur tous les sous-ensembles K de l'ensemble desarêtesde �[ a;b]

qui ont une orientation oppos�eedansQ[a;b] et dansQ00et m est le nombre de cesarêtes.

Par cons�equent, l' �equation (2.2) devient:

X

J

(v� 1 � v) jJ jE c(J )
i =

X

Q00

v2 � (Q[a;b];Q00) (� v) � � (Q[a;b];Q00)EQ00

=
X

Q00

(� v) � (Q[a;b];Q00)EQ00

= ~Ti 1
~Ti 2 � � � ~Ti k � 1 (E i k )

o�u la somme
P

J est sur tous lessous-ensembles J de l'ensemble desarêtesde �[ a;b] et

la somme
P

Q00 est sur tous les carquois Q00du graphe �[ a;b]. On obtient la derni�ere

�equation en appliquant l'in volution ( ) �a la formule de la proposition 2.1.1. �

2.2 Relations de comm utation entre les vecteurs de racine

Nous allons d�ecrire dans cette section les relations de commutation entre des vecteurs

de racine par rapport �a i 2 I adapt�e �a un carquois Q. D'abord nous rappellerons

la correspondance de Ringel entre les alg�ebres de Hall et les alg�ebres enveloppantes

quantiques. Nous suivrons la pr�esentation donn�ee dans (Lusztig, 1990a). Dans le cas

An , nous pouvons utiliser cette correspondanceet donner les relations de commutation

entre les vecteursde racine.

Soient Fq un corps �ni avec q �el�ements, Q un carquois dont le graphe est le graphe de

Dynkin de type An et i = (i 1; i2; : : : ; i � ) 2 I adapt�e �a Q. Soit z = (z1; z2; : : : ; zn ) 2 Zn

tel que zi � zj = 1 si i ! j est une 
 �eche dans Q. Un tel z existe.
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RQ est d�e�ni commele C-espacevectoriel dont la base([V ]) est index�eepar les classes

d'isomorphisme[V ] de modulesV de Q sur Fq, et la structure de C-alg�ebre est donn�ee

par

[V 0] � [V 00] =
X

[V ]

gV ;V 0;V 00 [V ]

o�u la sommeest sur tous lesclassesd'isomorphisme[V ] de modulesV de Q et gV ;V 0;V 00

est le nombre de sous-modules de V qui sont isomorphes�a V 00et qui sont tels que le

module quotient correspondant est isomorphe�a V 0. Noter que la sommeest �nie parce

que dim([V ]) = dim([V 0]) + dim([V 00]) si gV ;V 0;V 00 6= 0.

On peut voir C comme une Z[v; v� 1]-alg�ebre o�u v = q1=2 est une racine carr�ee �x �ee

de q. Soit Uq, U+
q les C-alg�ebresobtenuesde U, respectivement U+ par extension des

scalaires.

Soit U0
q la sous-alg�ebre de Uq engendr�ee par K i , K � 1

i pour 1 � i � n. Soit gRQ =

U0
q 
 C RQ. gRQ est une alg�ebre associative qui contient U0

q et RQ commesous-alg�ebres

avec la loi de commutation suivante:

K i [V ] K � 1
i = q

P
j

dj (� i ;� j )=2[V ]

o�u V est un module de Q de dimension dim(V ) = (d1; d2; : : : ; dn ).

Soit U � 0
q = U0

q 
 C U+
q . U � 0

q peut être identi� �e avec la sous-alg�ebre de Uq engendr�ee

par U0
q et U+

q .

Pour chaque N 2 N et � 2 R+ , soit

[[N ]]! =
NY

s=1

(qs � 1)
(q � 1)

et [e� ](( N )) =
1

[[N ]]!
[e� ]N :

Prop osition 2.2.1 1. (Ringel, 1990) Il existe un unique isomorphisme d'alg�ebres

U � 0
q ! gRQ tel que

K i 7! K i ; K � 1
i 7! K � 1

i ; E i 7! K zi
i [ei ]

o�u ei est le module simple dont la dimension dim(ei ) = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0) n'a

qu'une seule composante non-nulle dans la i -i �eme colonne et qui est �egale �a 1.
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En particulier, il existe un plongementd'alg�ebres � : RQ ,! Uq tel que �([ ej ]) =

K � zj
j E j pour 1 � j � n.

2. Pour tout c 2 N � , nous avons dans RQ

[e(c)] = [e� (i ;1) ]
(( c1 )) [e� (i ;2) ]

(( c2 )) � � � [e� (i ;� ) ]
(( c� )) :

3. Soit c = (c1; c2; : : : ; c� ) 2 N � de i-homog�en�eit�e d = (d1; d2; : : : ; dn ) 2 N n . Soit

ck 2 N � tel quela k-i �emecoordonn�ee est ck et les autres coordonn�eessont nulles.

Soit dk = (dk
1; dk

2; : : : ; dk
n ) la i-homog�en�eit�e de ck . Posonsr d =

P
i di (di � 1) (2zi �

1)=2 �
P

i ! j di dj zj , � (c) = �
P

h<k ;i dh
i dk

i +
P

h<k ;i ! j dh
j dk

i , f c = rd � � (c) et

K (d) = K � z1d1
1 K � z2d2

2 � � � K � zn dn
n . Alors �([ e(c)]) = qf c =2 K (d) E c

i .

Preuve. (Lusztig, 1990a,chap. 5) �

Nousallons maintenant d�ecrire le produit [e� (i ;k ) ] � [e� (i ;1) ] dansRQ pour k > 1. Faisons

d'abord quelquesobservations g�en�erales.

Soit d = (d1; d2; : : : ; dn ) 2 N n tel que
P n

i=1 di � i = � (i ; k) + � (i ; 1). Soit 1 � a � b � n

tel que Supp(� (i ; k)) = f a;a + 1; : : : ; bg. Nous avons � (i ; 1) = � i 1 . Noter que si la

classed'isomorphisme [e(c)] avec c = (c1; c2; : : : ; c� ) 2 N � apparâ�t dans le produit

[e� (i ;k ) ] � [e� (i ;1) ] avecun coe�cien t non-nul, alors c est de i-homog�en�eit�e d. Ceci est une

cons�equencedirecte de la d�e�nition du produit dans RQ. Noter aussique, si cj 6= 0 et

i1 n'est pasdans le support Supp(� (i ; j )) de � (i ; j ), alors j = k. Car sinon chaquesous-

module M de e(c) qui est isomorphe�a e� (i ;1) donne un quotient e(c)=M qui n'est pas

isomorphe�a e� (i ;k ) parcequ'il admet un facteur direct ind�ecomposablequi est isomorphe

�a e� (i ;j ) . Nous avons la formule suivante:

Lemme 2.2.2

[e� (i ;k ) ] � [e� (i ;1) ] = q[e� ( i ;1) ;e� ( i ;k ) ][e� (i ;1) ] � [e� (i ;k ) ] +
X

[V ]

(q � 1)[e� ( i ;1) ;e� ( i ;k ) ][V ]
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o�u la somme est sur toutes les classesd'isomorphisme [V ] telles qu'il y a une suite

exactenon-scind�ee 0 ! e� (i ;1) ! V ! e� (i ;k ) ! 0. Noter que cette sommeest nulle si

[e� (i ;k ) ; e� (i ;1) ]1 = 0.

Preuve. Nous �ecrivons � 1; � k au lieu de � (i ; 1); � (i ; k). Supposons que la classe

d'isomorphisme [e(c)] apparâ�t dans le produit [e� k ] � [e� 1 ] avec un coe�cien t non-nul.

Alors par nosobservations ci-dessus,par le fait que le support d'une racine est un sous-

ensemble connexede f 1; : : : ; ng et par le fait que la i-homog�en�eit�e de c soit donn�ee

par

di 1 =

8
><

>:

2 si a � i 1 � b

1 sinon
; di =

8
><

>:

1 si a � i � b et i 6= i 1

0 si (i < a ou i > b) et i 6= i 1

;

il n'y a que deux possibilit�espour c = (c1; c2; : : : ; c� ) 2 N � :

1. cj =

8
><

>:

1 si j = 1 ou j = k

0 sinon

2. cj = 1 s'il existe une suite exactenon-scind�ee0 ! e� 1 ! V ! e� k ! 0 telle que

e� j est un facteur direct de V , et cj = 0 sinon.

Notons que le cas 2. n'est possibleque si [e� k ; e� 1 ]1 = 1 (i.e. i 1 2 f a � 1; b + 1g [

f a + 1; a + 2; : : : ; b � 1g) et que dans ce cas [V ] = [e� k + � 1 ] si [e� 1 ; e� k ] = 0 (i.e i 1 2

f a � 1; b + 1g) et [V ] = [e� a + � a+1 + :::+ � i 1
� e� i 1 + � i 1 +1 + :::+ � b] si [e� 1 ; e� k ] = 1 (i.e.

i1 2 f a + 1; a + 2; : : : ; b � 1g).

Nous �ecrivons (e(c)) = (Vi ; f ij ) pour le reste de la preuve. Dans le cas1, nous avons

r k(f (i 1+1) i 1 ) =

8
><

>:

1 si a � i 1 < b

0 sinon
; r k(f (i 1 � 1)i 1 ) =

8
><

>:

1 si a < i 1 � b

0 sinon

et

im (f (i 1+1) i 1 ) = im (f (i 1 � 1)i 1 ) si a < i 1 < b:

Le nombre de sous-modules M de e(c) isomorphes�a e� 1 est �egal au nombre de sous-

espacesvectorielsde dimension1 de Vi 1 , qui est �egal �a (qdi 1 � 1)=(q� 1). Donc si di 1 = 1
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(i.e. i 1 =2 f a; : : : ; bg, i.e. [e� 1 ; e� k ] = 0) il y a exactement un sous-module M de e(c)

isomorphe�a e� 1 et le quotient e(c)=M est isomorphe�a e� k . Ainsi le coe�cien t de e(c)

est 1.

Si di 1 = 2 (i.e. i 1 2 f a; : : : ; bg, i.e. [e� 1 ; e� k ] = 1) alors il y a (q + 1) sous-modules

M de e(c) isomorphes�a e� 1. Pour chacun de cessous-modules M , le quotient e(c)=M

est isomorphe �a e� k sauf pour celui correspondant �a l'image im (f (i 1+1) i 1 ) si i 1 6= b

(respectivement im (f (i 1 � 1)i 1 ) si i 1 = b). Ainsi le coe�cien t de e(c) est q.

Donc dans le cas1, le coe�cien t de e(c) est q[e� 1 ;e� k ].

Dans le cas2, nous avons i 1 2 f a � 1; b+ 1g [ f a + 1; a + 2; : : : ; b� 1g et

r k(f (i 1+1) i 1 ) =

8
><

>:

1 si i 1 6= b+ 1

0 si i 1 = b+ 1
; r k(f (i 1 � 1)i 1 ) =

8
><

>:

1 si i 1 6= a � 1

0 si i 1 = a � 1

et

im (f (i 1+1) i 1 ) \ im (f (i 1 � 1)i 1 ) = f 0g:

Donc si i 1 2 f a � 1; b+ 1g alors di 1 = 1 et il y a exactement un sous-module M de e(c)

isomorphe�a e� 1 et le quotient e(c)=M est isomorphe�a e� k . Ainsi le coe�cien t de e(c)

est 1.

Si i 1 2 f a + 1; a + 2; : : : ; b � 1g alors di 1 = 2 et il y a (q + 1) sous-modules M de e(c)

isomorphes�a e� 1 . Pour chacun de ces sous-modules M , le quotient e(c)=M est iso-

morphe �a e� k sauf pour les deux sous-modulescorrespondants aux imagesim (f (i 1+1) i 1 )

et im (f (i 1 � 1)i 1 ). Ainsi le coe�cien t de e(c) est (q� 1). Donc dans le cas2, le coe�cien t

de e(c) est (q � 1)[e� 1 ;e� k ] et par la proposition 2.2.1.2,ceci termine la preuve. �

Maintenant, nous transportons la formule de la proposition pr�ec�edente dans l'alg�ebre

enveloppante quantique via le plongement d'alg�ebres � : RQ :,! Uq. Ceci nous donne

les relations de commutation entre les vecteursde racine.

Prop osition 2.2.3 Soit 1 � t � r � � . Alors

E � ; ;r

i E� ; ;t

i = v' (� ; ;t ;� ; ;r )E� ; ;t

i E� ; ;r

i +
X

a
(v � v� 1) jaj� 1E a

i
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o�u la sommeest sur tous les a = (a1; a2; : : : ; a� ) 2 N � pour lesquelsil existe une suite

exacte non-scind�ee de la forme 0 ! e� (i ;t ) ! ei (a) ! e� (i ;r ) ! 0 et jaj =
P �

s=1 as.

Noter qu'il n'existe pas de tels a si [e� (i ;r ) ; e� (i ;t ) ]1 = 0 et qu'il existe exactementun tel

a si [e� (i ;r ) ; e� (i ;t ) ]1 = 1. De plus, dans le cas o�u [e� (i ;r ) ; e� (i ;t ) ]1 = 1 alors jaj = 1 si

[e� (i ;t ) ; e� (i ;r ) ] = 0 et jaj = 2 si [e� (i ;t ) ; e� (i ;r ) ] = 1.

Preuve. Consid�erons d'abord le cas t = 1. Alors � (i ; t) = � i 1 . Soient a;b tels que

1 � a � b � n et � (i ; r ) = � a + � a+1 + : : : + � b. Notons que

[e� i 1
; e� (i ;r ) ] =

8
><

>:

1 si a � i 1 � b

0 sinon
et

[e� (i ;r ) ; e� i 1
]1 =

8
><

>:

1 si i 1 2 f a � 1; b+ 1g [ f a + 1; : : : ; b� 1g

0 sinon

Il y a quatre cas�a distinguer:

1:
�
[e� i 1

; e� (i ;r ) ]; [e� (i ;r ) ; e� i 1
]1

�
= (1; 1) i:e: i 1 2 f a + 1; a + 2; : : : ; b � 1g

2:
�
[e� i 1

; e� (i ;r ) ]; [e� (i ;r ) ; e� i 1
]1

�
= (1; 0) i:e: i 1 2 f a;bg

3:
�
[e� i 1

; e� (i ;r ) ]; [e� (i ;r ) ; e� i 1
]1

�
= (0; 1) i:e: i 1 2 f a � 1; b+ 1g

4:
�
[e� i 1

; e� (i ;r ) ]; [e� (i ;r ) ; e� i 1
]1

�
= (0; 0) i:e: i 1 =2 f a � 1; a; : : : ; b;b+ 1g

Par le lemme 2.2.2 nous avons dans RQ

[e� (i ;r ) ] � [e� i 1
] = q[e� i 1

;e� ( i ;r ) ][e� i 1
] � [e� (i ;r ) ] +

X

[V ]

(q � 1)[e� i 1
;e� ( i ;r ) ][V ]

o�u la sommeest sur toutes les classesd'isomorphisme [V ] pour lesquellesil existe une

suite exactenon-scind�ee0 ! e� (i ;1) ! V ! e� (i ;r ) ! 0.

Nous appliquons le plongement d'alg�ebres � : RQ :,! Uq �a cette �equation et nous

utilisons la proposition 2.2.1.3. pour voir que

q
1
2 f � ; ;r K � za

a : : : K � zb
b E� ; ;r

i q
1
2 f � ; ;1 K

� zi 1
i 1

E� ; ;1

i

est �egal �a

q[e� i 1
;e(i ;r )]q

1
2 f � ; ;1 K

� zi 1
i 1

E� ; ;1

i q
1
2 f � ; ;r K � za

a : : : K � zb
b E� ; ;r

i
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+
X

a
(q � 1)[e� i 1

;e(i ;r )]q
1
2 f a K

� zi 1
i 1

K � za
a : : : K � zb

b E a
i

o�u la sommeest sur tous les a 2 N � pour lesquelsil existe une suite exactenon-scind�ee

de la forme 0 ! e� (i ;t ) ! ei (a) ! e� (i ;r ) ! 0. Noter qu'un tel a n'existe que dans

les cas 1 et 3 et que par la proposition 1.4.1 dans le cas 3, a = � ; ;m avec m tel que

� (i ; m) = � i 1 + � (i ; r ) et dans le cas 1, a = � ; ;m 1 + � ; ;m 2 avec m1 < m2 tels que

� (i ; m1) + � (i ; m2) = � i 1 + � (i ; r ).

En utilisant les relations (r.1) et (r.2) de la d�e�nition de Uq nous transformons cette

�equation: le membre de gauche est �egal �a

q
1
2 (f � ; ;r + f � ; ;1 ) K � za

a : : : K � zb
b K

� zi 1
i 1

E� ; ;r

i E� ; ;1

i q
1
2 �

avec

� =

8
>>>><

>>>>:

0 dans les cas1 et 4

zi 1 dans le cas2

� zi 1 dans le cas3

Noter que � = ' (� ; ;1; � ; ;r )zi 1 , o�u ' est la forme bilin �eaire d�e�nie dans la section 1.2.

Le membre de droite est �egal �a

q[e� i 1
;e(i ;r )]q

1
2 (f � ; ;r + f � ; ;1 ) K � za

a : : : K � zb
b K

� zi 1
i 1

E� ; ;1

i E� ; ;r

i q
1
2 � 0

+
X

a
(q � 1)[e� i 1

;e(i ;r )]q
1
2 f a K

� zi 1
i 1

K � za
a : : : K � zb

b E a
i

avec

� 0 =

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

� 2 dans le cas1

zi 1 � 1 dans le cas2

� zi 1 � 1 dans le cas3

0 dans le cas4

(nous avons utilis �e le fait que zi 1 = zi 1 � 1 � 1 = zi 1+1 � 1 puisquei 1 est un puits). Noter

que � 0 = ' (� ; ;1; � ; ;r )zi 1 � [e� i 1
; e(i ; r )] � [e(i ; r ); e� i 1

]1. Commecesr�esultats sont vrais

dansUq pour tous lesq, nouspouvonsconclurequ'ils sont vrais dansU . En substituant

v = q1=2 nous obtenons

E� ; ;r

i E� ; ;1

i (2.3)

= v' (� ; ;1 ;� ; ;r )E� ; ;r

i E� ; ;1

i +
X

a
(v2 � 1)[e� i 1

;e(i ;r )]vf a � f � ; ;r � f � ; ;1 v� zi 1 ' (� ; ;1 ;� ; ;r )E a
i :
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Notons que

[e� i 1
; e(i ; r )] = jaj � 1 =

8
><

>:

0 dans le cas3

1 dans le cas1

Nous avons

f � ; ;1 = 0; f � ; ;r = �
X

i ! j
a � i;j � b

zj et

f a =

8
>>>>><

>>>>>:

2zi 1 � 1 �
X

i ! j
a � i;j � b

zj � 2zi 1 + 1 � 1 dans le cas1

�
X

i ! j
i;j 2f i 1 g[f a;a +1 ;::: ;bg

zj dans le cas3

=

8
><

>:

f � ; ;r � 1 dans le cas1

f � ; ;r dans le cas3:

Ainsi f a � f � ; ;r � f � ; ;1 � zi 1 ' (� ; ;1; � ; ;r ) est �egal �a � 1 dans le cas1 et �a 0 dans le cas

3. Alors (2.3) devient

E � ; ;r

i E� ; ;1

i = v' (� ; ;1 ;� ; ;r )E r
i E 1

i +
X

a
(v � v� 1) jaj� 1E a

i ;

ce qui prouve la proposition pour t = 1.

Supposonsmaintenant que t > 1. Soit j = (i t ; i t+1 ; : : : ; i � ; j 1; j 2; : : : ; j t � 1) 2 I adapt�e

au carquois Q0 = si t � 1 : : : si 2 si 1 (Q) o�u les j 1; j 2; : : : ; j t � 1 sont d�e�nis par w0(� i 1 ) =

� � j 1 ; w0(� i 2 ) = � � j 2 ; : : : ; w0(� i t � 1 ) = � � j t � 1 :

En appliquant le lemme 1.2.3 plusieurs fois, nous voyons que [e� (j ;1) ; e� (j ;r � t+1) ] =

[e� (i ;t ) ; e� (i ;r ) ] et [e� (j ;r � t+1) ; e� (j ;1) ]1 = [e� (i ;r ) ; e� (i ;t ) ]1 (nous avons utilis �e aussi la pro-

position 1.4.1). En appliquant la premi�ere partie de la preuve �a j et Q0 nous obtenons

~Ti t
~Ti t +1 : : : ~Ti r � 1 (E i r )E i t

= E� ; ;r � t +1

j E� ; ;1

j

= v' (� ; ;t ;� ; ;r )E i t
~Ti t

~Ti t +1 : : : ~Ti r � 1 (E i r ) +
X

a0

(v � v� 1) ja0j� 1E a0

j

o�u la sommeest sur tous les a0 pour lesquelsil existe une suite exacte non-scind�ee de

modules de Q0 de la forme 0 ! e� (j ;1) ! ej (a0) ! e� (j ;r � t+1) ! 0.
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Maintenant, nous appliquons l'automorphisme ~Ti 1
~Ti 2 : : : ~Ti t � 1 �a cette �equation et nous

obtenons

E� ; ;r

i E� ; ;t

i = v' (� ; ;t ;� ; ;r )E� ; ;t

i E� ; ;r

i +
X

a00

(v � v� 1) ja00j� 1E a00

i

o�u la sommeest sur tous les a00tels que

a00
m =

8
><

>:

0 si m < t

a0
m� t+1 si m � t

et a0 est commeci-dessus.Ainsi, il ne reste qu'�a montrer que a = a00dans les cas1 et

3.

Dans le cas 3, a00= � ; ;m 0
avec � (j ; m0 � t + 1) = � (j ; 1) + � (j ; r � t + 1) et a = � ; ;m

avec � (i ; m) = � (i ; t) + � (i ; r ). Mais

� (i ; m0) = si 1 si 2 : : : si t � 1 (� (j ; m0 � t + 1))

= si 1 si 2 : : : si t � 1 (� (j ; 1)) + si 1 si 2 : : : si t � 1 (� (j ; r � t + 1))

= � (i ; t) + � (i ; r ) = � (i ; m)

et alors m = m0 et a = a00.

Dans le cas 1, a00= � ; ;m 0
1 + � ; ;m 0

2 , a = � ; ;m 1 + � ; ;m 2 et il existe des suites exactes

non-scind�ees � j : 0 ! e� (j ;1) ! e� (j ;m 0
1 � t+1) � e� (j ;m 0

2 � t+1) ! e� (j ;r � t+1) ! 0 et

� i : 0 ! e� (i ;t ) ! e� (i ;m 1 ) � e� (i ;m 2 ) ! e� (i ;r ) ! 0: En appliquant le foncteur

� �
i 1

� �
i 2

� � � � �
i h � 1

�a la suite � j et en utilisant un argument similaire �a celui utilis �e dans le

lemme 1.2.3, nous obtenonsune suite exactenon-scind�ee

0 ! e� (i ;t ) ! e� (i ;m 0
1 ) � e� (i ;m 0

2 ) ! e� (i ;r ) ! 0:

Par la proposition 1.4.1.4,ceci implique que a = a00. �

Prop osition 2.2.4 Soient 1 � t � r � � et l � 1. Alors

E � ; ;r

i E l � ; ;t

i = vl ' (� ; ;t ;� ; ;r ) E l � ; ;t

i E� ; ;r

i +
X

a
(vl � 1(v � v� 1)) jaj� 1 E (l � 1)� ; ;t

i E a
i

o�u la sommeest sur tous les a 2 N � pour lesquelsil existeune suite exactenon-scind�ee

de la forme 0 ! e(i ; � t ) ! e(a) ! e(i ; � r ) ! 0.
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Preuve. Par r�ecurrencesur l . Si l = 1, ceci est la proposition pr�ec�edente. Supposons

l > 1. Chaque somme
P

a dans cette preuve est sur tous les a 2 N � pour lesquelsil y

a une suite exactenon-scind�eede la forme 0 ! e� (i ;t ) ! e(a) ! e� (i ;r ) ! 0.

Nous avons E � ; ;r

i E l � ; ;t

i =
h

l
1

i � 1
E� ; ;r

i E� ; ;t

i E (l � 1)� ; ;t

i . Par la proposition pr�ec�edente,

ceci est �egal �a

�
l

1

� � 1

v' (� ; ;t ;� ; ;r ) E� ; ;t

i E� ; ;r

i E (l � 1)� ; ;t

i +
�

l

1

� � 1 X

a
(v � v� 1) jaj� 1 E a

i E (l � 1)� ; ;t

i : (2.4)

Maintenant nous appliquons l'hypoth�esede r�ecurrencepour obtenir

E � ; ;t

i E� ; ;r

i E (l � 1)� ; ;t

i

= v(l � 1)' (� ; ;t ;� ; ;r ) E� ; ;t

i E (l � 1)� ; ;t

i E� ; ;r

i +
P

a(vl � 2(v � v� 1)) jaj� 1 E� ; ;t

i E (l � 2)� ; ;t

i E a
i

=
h

l
1

i
v(l � 1)' (� ; ;t ;� ; ;r ) E l � ; ;t

i E� ; ;r

i +
h

l � 1
1

i P
a(vl � 2(v � v� 1)) jaj� 1 E (l � 1)� ; ;t

i E a
i :

Alors le premier terme de (2.4) est �egal �a

vl ' (� ; ;t ;� ; ;r ) E l � ; ;t

i E� ; ;r

i + � 1
X

a
(vl � 1(v � v� 1)) jaj� 1 E (l � 1)� ; ;t

i E a
i :

avec � 1 =
h

l
1

i � 1 h
l � 1

1

i
v' (� ; ;t ;� ; ;r )(v� 1) jaj� 1

Pour calculer le produit E a
i E (l � 1)� ; ;t

i dans le deuxi�eme terme de (2.4), nous utilisons

l'hypoth�esede r�ecurrence: notons que si as 6= 0 alors ' (� ; ;t ; � ; ;s) = 1 et dans ce cas

il n'y a pas de suite exacte non-scind�ee de la forme 0 ! e� t ! V ! e� s ! 0. Par

r�ecurrence,nous avons alors

�
l

1

� � 1 X

a
(v � v� 1) jaj� 1 E a

i E (l � 1)� ; ;t

i =
�

l

1

� � 1 X

a
(v � v� 1) jaj� 1vjaj(l � 1) E (l � 1)� ; ;t

i E a
i :

Ainsi (2.4) devient

vl ' (� ; ;t ;� ; ;r ) E l � ; ;t

i E� ; ;r

i + �
X

a
(vl � 1(v � v� 1)) jaj� 1 E (l � 1)� ; ;t

i E a
i

avec

� = � 1 +
�

l

1

� � 1

v(l � 1) :
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A�n de compl�eter la preuve, nousmontrons que � = 1. Noter que ' (� ; ;t ; � ; ;r ) = jaj � 2

et ainsi

� =
h

l
1

i � 1
 

vl � 1 � v� l+1

v � v� 1 v� 1 +
vl � v(l � 2)

v � v� 1

!

=
h

l
1

i � 1 vl � v� l

v � v� 1

= 1:

�



CHAPITRE I I I

LE CALCUL DES POL YN ÔMES 
 a
c

Dans la section 2.1, nous exprimons le produit d'un vecteur de racine avec un �el�ement

de la baseB i de type PBW en terme de la baseB i . Nous utilisons cette description

dans la section 2.2 pour donner une formule r�ecursive pour les polynômes
 a
c .

3.1 Multiplication par un vecteur de racine

Soit Q un carquois de type An et i 2 I adapt�e �a Q. Nous �ecrivons � t au lieu de � (i ; t)

(t = 1; 2; : : : ; � ). Soit c0 2 N de i-homog�en�eit�e d = (d1; d2; : : : ; dn ) et soit E c0

i l' �el�ement

de la baseB i correspondant. Notons � ; ;r 2 N � le vecteur valant 1 �a la r -i�emeposition

et 0 ailleurs. Avec cette notation, le vecteur de racine ~Ti 1
~Ti 2 � � � ~Ti r � 1 (E i r ) est E � ; ;r

i

et E c0

i = E
c0

1 � ; ;1

i E
c0

2� ; ;2

i : : : E c0
r � ; ;r

i : : : E c0
� � ; ;�

i . Comme dans la section 1.5, �( r; c0) est

l'ensemble des� r -partages� tel que c + � � 2 N � .

Th �eor �eme 3.1.1

E � ; ;r

i E c0

i =
X

� 2 �( r ;c0)

P(�; c0+ � � ) E c0+ � �

i

o�u

P(�; b) = (1 � v� 2)� 1
� Q

t2 � �
+

(1 � v� 2bt )
�

v' (b � � � ;� � )

pour tout b 2 N � et � 2 �( r; c0).

Preuve. Montrons d'abord que ce r�esultat ne d�epend pas du choix de i. En e�et,

soient i ; j 2 I adapt�es �a Q, r 2 f 1; : : : ; � g et c 2 N � . Supposonsque le th�eor�eme soit
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vrai pour i . Pour chaque t 2 f 1; : : : ; � g, d�e�nissons t 0 par � (i ; t) = � (j ; t0) et c0 2 N �

par c0
t0 = ct pour tout t. Or, j est obtenu de i en e�ectuant une s�erie d'op�erations dont

chacuneconsisteen rempla�cant deux entr �eescons�ecutives h; k dans i, avec jh � kj > 2,

par k; h. Par cons�equent, E c
i = E c0

j ; � i (r; c) = � j (r 0; c0) et

E � ; ;r 0

j E c0

j = E� ; ;r

i E c
i =

P
� 2 � i (r ;c) P(�; c + � � ) E c+ � �

i

=
P

� 2 � j (r 0;c0) P(�; c0+ � � ) E c0+ � �

j :

Ainsi, nous pouvons supposer sansperte de g�en�eralit�e que i est tel que l'ordre induit

sur R+ est le suivant: pour deux racines positives � s; � t , disons �( � s) = (s1; s2) et

�( � t ) = (t1; t2) o�u � est le plongement de � Q dans Z� de la section 1.4. Alors

� s � � t , (s1 + s2 < t1 + t2) ou (s1 + s2 = t1 + t2 et s1 < t1). Un tel i existe, nous

pouvons le d�e�nir par la m�ethode suivante: Soit Q0
1 = f h 2 Q0 j h  h + 1g [ f ng et

Q0
2 = f k 2 Q0 j k ! k + 1g. Disons que Q0

1 = f h1 < h2 < : : : < hp� 1 < hp = ng; Q0
2 =

f k1 < k2 < : : : < kqg. Alors

i = (h1; h1 � 1; : : : ; 2; 1; h2; h2 � 1; : : : ; 2; 1; : : : ; hp� 1; hp� 1 � 1; : : :

: : : ; 2; 1; n; n � 1; : : : ; 2; 1; n; n � 1; : : : n � kq + 1; n; n � 1; : : :

: : : ; n � kq� 1 + 1; : : : ; n; n � 1; : : : ; n � k1 + 1):

Ceci fonctionne parce que le carquois d'Auslander-Reiten a n diagonalesdescendantes

�D1; : : : ; �Dn telles qu'il y a l sommetssur �D l , (l = 1; : : : ; n) et �D l est �a la gauche de �D l+1

si et seulement si l  l + 1 2 Q1.

Une autre fa�con de d�e�nir i est la suivante: Dessiner le carquois d'Auslander-Reiten,

�etiqueter les sommets � 1 < � 2 < : : : < � � en suivant l'ordre d�e�ni pr�ec�edemment et

d�e�nir ht par �( � t ) = (zt ; ht ); (t = 1; : : : ; � ) et i = (h1; h2; : : : ; h� ).

Nous proc�edons par r�ecurrencesur r . Si r = 1 alors E � ; ;1

i E c0

i =
h

c0
1+1
1

i
E c0+ � ; ;1

i :

Comme e� 1 est projectif, nous avons �( r; c0) = f;g , � ; = � ; ;1, ' (c0; � ; ;1) = c0
1 et

P(; ; c0+ � ; ;1) = (1 � v� 2)� 1 (1 � v� 2(c0
1 +1) ) vc0

1

=
�

c0
1+1

1

�

Donc le th�eor�emeest vrai pour r = 1.
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Supposonsr > 1. Alors

E � ; ;r

i E c0

i = E� ; ;r

i E
c0

1 � ; ;1

i E
c0

2� ; ;2

i : : : E c0
r � ; ;r

i : : : E c0
� � ; ;�

i

Pour �ecrire ceci dans la base(E c
i ) il faut emmenerle premier terme E � ; ;r

i �a la r -i�eme

position, c.-�a.-d. il faut appliquer (r � 1) fois lesr�eglesde commutation pour lesvecteurs

deracine (proposition 2.2.4). Chaquecommutation deE � ; ;r

i E c0
s � ; ;s

i avec[e� r ; e� s ]1 = 1

ajoute un nouveauterme �a la somme. Danscesnouveauxtermes, il y a possiblement des

vecteursde racine E � ; ;t

i qui ne sont pas �a la bonne position mais l'indice t du vecteur

de racine est plus petit que r et par r�ecurrencenous pouvons appliquer le th�eor�eme �a

cestermes.

Pour 1 � s � t � � posonsc0[s; t] = (0; : : : ; 0; c0
s; : : : ; c0

t ; 0; : : : ; 0). Alors un calcul

�el�ementaire nous donne

E� ; ;r

i E c0

i

= E� ; ;r

i E c0[1;1]
i E c0[2;� ]

i

= v' (c0[1;1];� ; ;r ) E c0[1;1]
i E� ; ;r

i E c0[2;� ]
i +

X

a1

(vc0
1 � 1(v � v� 1)) ja1 j� 1E c0[1;1]� � ; ;1

i E a1

i E c0[2;� ]
i

= v' (c0[1;2];� ; ;r ) E c0[1;2]
i E� ; ;r

i E c0[3;� ]
i

+ v' (c0[1;1];� ; ;r )
X

a2

(vc0
2 � 1(v � v� 1)) ja2 j� 1E c0[1;2]� � ; ;2

i E a2

i E c0[3;� ]
i

+
X

a1

(vc0
1 � 1(v � v� 1)) ja1 j� 1E c0[1;1]� � ; ;1

i E a1

i E c0[2;� ]
i

= v' (c0[1;r � 1];� ; ;r ) E c0[1;r � 1]
i E� ; ;r

i E c0[r ;� ]
i

+ v' (c0[1;r � 2];� ; ;r )
X

ar � 1

(vc0
r � 1 � 1(v � v� 1)) jar � 1 j� 1E c0[1;r � 1]� � ; ;r � 1

i E ar � 1

i E c0[r ;� ]
i

...

+
X

a1

(vc0
1 � 1(v � v� 1)) ja1 j� 1E c0[1;1]� � ; ;1

i E a1

i E c0[2;� ]
i

=
�

c0
r +1

1

�
v' (c0[1;r � 1];� ; ;r ) E c0+ � ; ;r

i

+
r � 1X

t=1

v' (c0[1;t � 1];� ; ;r )
X

at

(vc0
t � 1(v � v� 1)) jat j� 1E c0[1;t ]� � ; ;t

i E at

i E c0[t+1 ;� ]
i

= P(; ; c0+ � ; ;r ) E c0+ � ; ;r

i (3.1)
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+
r � 1X

t=1

v' (c0[1;t � 1];� ; ;r )E c0[1;t ]� � ; ;t

i

X

at

(vc0
t � 1(v � v� 1)) jat j� 1E at

i E c0[t+1 ;� ]
i

o�u at est tel qu'il existe une suite exactenon-scind�eede la forme

0 ! e� t ! e(at ) ! e� r ! 0:

Noter qu'un tel at existesi et seulement si [e� r ; e� t ]1 = 1, qu'il existet0 tel quet < t0 < r ,

at = � ; ;t 0
et jat j = 1 si ([e� t ; e� r ]; [e� r ; e� t ]1) = (0; 1) et qu'il existe t0; t00 tels que

t < t00< t0 < r , at = � ; ;t 00
+ � ; ;t 0

et jat j = 2 si ([e� t ; e� r ]; [e� r ; e� t ]1) = (1; 1). En

utilisant la proposition 2.2.4et la proposition 1.4.1.4,nousobtenonsdans le casja t j = 2

E at

i E c0[t+1 ;� ]
i = E� ; ;t 0

i E� ; ;t 00

i E c0[t+1 ;� ]
i

= v[e(c0[t+1 ;t 00� 1]);e� r ]
h

c0
t 00+1

1

i
E� ; ;t 0

i E c0[t+1 ;� ]+ � ; ;t 00

i

car, �a causede notre choix de i, nous avons que pour tout t < s < t 00, s est situ�e

sur la diagonale entre t et t00dans le carquois d'Auslander-Reiten et cons�equemment

[e� s ; e� r ] =
�
e� s ; e� t 00

�
= 1 et

�
e� t 00; e� s

� 1 = 0.

Posonsc00d�ef
=

8
><

>:

c0[t + 1; � ] si jat j = 1

c0[t + 1; � ] + � ; ;t 00
si jat j = 2

:

Noter que c00d�epend de t. Avec cette notation, nous pouvons appliquer l'hypoth�esede

r�ecurrencedans les deux cassimultan�ement et la sommedans (3.1) devient

r � 1X

t=1

X

at

v' (c0[1;t � 1];� ; ;r ) E c0[1;t ]� � ; ;t

i (� 1(v)) jat j� 1
X

� 2 �( t0;c00)

P(�; c00+ � � ) E c00+ � �

i

avec � 1(v) = vc0
t � 1(vc0

t 00+1 � v� c0
t 00� 1)v[e(c0[t+1 ;t 00� 1]);e� r ]:

Soit t tel que c0
t � 1, [e� r ; e� t ]1 = 1 et soit � = (� 1; � 2; : : : ; � l ) 2 �( t0; c00). Soit

�( � r ) = (x; i ) la position de � r dans le carquois d'Auslander-Reiten et �( � t ) = (y; h)

celle de � t . D�e�nissons

� (t) = (x � y; x � y; : : : ; x � y
| {z }

):

x + i � y � h termes

Alors � (t) est un � r -partage et � � (t )
� = f tg, � � (t )

+ = f t0g si jat j = 1 et � � (t )
+ = f t00; t0g si

jat j = 2.
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Nous allons \coller" � (t) et � pour obtenir un nouveau � r -partage � (t) + � 2 �( r; c0).

Par la proposition 1.4.1, il y a deux possibilit�espour la position de � t0
dans le carquois

d'Auslander-Reiten:

1. �( � t0
) = (y; x + i � y)

2. �( � t0
) = (x; y + h � x):

Comme � 2 �( t0; c00), il faut que � �
s � 0 pour tout s � t, donc � �

s = 0 pour tout s � t

(par le lemme 1.5.3). Alors dans le cas 1., il existe s0 tel que � �
s0 = 1, �( � s0

) = (y; k),

h < k < x + i � y et l = x + i � y � k < x + i � y � h. Donc

� (t) + �
d�ef
= (x � y + � 1; x � y + � 2; : : : ; x � y + � l ; x � y; : : : ; x � y

| {z }
)

x + i � y � h termes

est un � r -partage et � � (t )+ � = � � + � � (t ) � � ; ;t 0
.

Dans le cas 2., il existe s0 tel que � �
s0 = 1, �( � s0

) = (y + k; h � k), 1 � k < x � y et

� 1 = x � y � k < x � y. Donc

� (t) + �
d�ef
= (x � y; x � y; : : : ; x � y;

| {z }
� 1; : : : ; � l )

x + i � y � h termes

est un � r -partage et � � (t )+ � = � � + � � (t ) � � ; ;t 0
.

En�n, danslesdeux cas,nousavons� � (t )+ �
� = � �

� [ f tg et commec0
t � 1 et c00+ � � 2 N � ,

ceci implique que c0+ � � (t )+ � 2 N � , d'o�u � (t) + � 2 �( r; c0).

Nous montrons maintenant que pour tout � 2 �( t 0; c00)

P(� + � (t); c0+ � � + � (t ) ) = P(�; c00+ � � ) v' (c0[1;t � 1];� ; ;r ) (� 1(v)) [e� t ;e� r ]:

En e�et,

P(�; c00+ � � )

= (1 � v� 2)� 1 v' (c00;� � )
Y

s2 � �
+

(1 � v� 2(c0
s +1) )
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= (1 � v� 2)� 1 v' (c00;� � )

0

B
@

Y

s2 � � ( t )+ �
+

(1 � v� 2(c0
s +1) )

1

C
A (1 � v� 2(c0

t 00+1) )� [e� t ;e� r ]

= P(� + � (t); c0+ � � (t )+ � ) v' (c00;� � )� ' (c0;� � ( t )+ � ) (1 � v� 2(c0
t 00+1) )� [e� t ;e� r ]:

Mais � 1(v) = vc0
t � 1(vc0

t 00+1 � v� c0
t 00� 1)v[e(c0[t+1 ;t 00� 1]);e� r ]: et alors il su�t de montrer que

le terme suivant

' (c00; � � ) � ' (c0; � � (t )+ � ) + ' (c0[1; t � 1]; � ; ;r ) (3.2)

+
�
[e(c0[t + 1; t00� 1]); e� r ] + c0

t + c0
t00

�
[e� t ; e� r ]

est nul. Or

' (c00; � � ) = ' (c0[t + 1; � ]; � � )

car si jat j = 2 alors �( � t0
) = (y; x + i � y) et �( � t00

) = (x; y + h � x), et par cons�equent

[e(� ; ;t 00
); e(� � )] = [e(� � ); e(� ; ;t 00

)]1 = 0; d'autre part

� ' (c0; � � + � (t ) )

= � ' (c0; � � ) + ' (c0; � ; ;t ) � ' (c0; � ; ;t 00
)[e� t ; e� r ]

= � ' (c0[1; t � 1]; � � ) � c0
t � ' (c0[t + 1; � ]; � � )

+ ' (c0[1; t � 1]; � ; ;t ) + c0
t

�
�
' (c0[1; t � 1]; � ; ;t 00

) + [e(c0[t; t00]); e� r ]
�

[e� t ; e� r ]:

Donc (3.2) est �egal �a

� ' (c0[1; t � 1]; � � ) + ' (c0[1; t � 1]; � ; ;t )

� ' (c0[1; t � 1]; � ; ;t 00
)[e� t ; e� r ] + ' (c0[1; t � 1]; � ; ;r )

= � ' (c0[1; t � 1]; � � (t )+ � ) + ' (c0[1; t � 1]; � ; ;r )

= � [e(c0[1; t � 1]); e(� � (t )+ � )] + [e(c0[1; t � 1]); e� r ]

+[ e(� � (t )+ � ); e(c0[1; t � 1])]1 � [e� r ; e(c0[1; t � 1])]1:

Par le lemme 1.5.5 ceci est �egal �a

� [e(c0[1; t � 1]); e(� � (t )+ � )]1 + [e(c0[1; t � 1]); e� r ]1

+[ e(� � (t )+ � ); e(c0[1; t � 1])] � [e� r ; e(c0[1; t � 1])]
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et ici chaqueterme est nul parceque t � 1 est strictement plus petit que r et strictement

plus petit que chaque s tel que � � (t )+ �
s 6= 0.

Ainsi (3.1) est �egal �a

P(; ; c0+ � ; ;r ) E c0+ � ; ;r

i +
r � 1X

t=1

X

� 2 �( t0;c00)

P(� (t) + �; c0+ � � (t )+ � ) E c0+ � � ( t )+ �

i : (3.3)

Donc E � ; ;r

i E c0

i est �egal �a une somme dont chaque terme est de la forme P(�; c0 +

� � )E c0+ � �

i avec un � 2 �( r; c0). Pour montrer le th�eor�eme, il ne reste plus qu'�a voir

que chaque� 2 �( r; c0) apparâ�t exactement une fois danscette somme. Pour cela, soit

� 2 �( r; c0) quelconque. � apparâ�t dans le premier terme de (3.3) si et seulement si

� = ; . D'autre part si � 6= ; , soit � t la plus petite racine (selon l'ordre � induit par i)

telle que � �
t = � 1. Noter que [e� r ; e� t ]1 = 1 et il existe une suite exacte non-scind�ee

0 ! e� t ! e(at ) ! e� r ! 0: Soit t0 le plus grand entier tel que at
t0 = 1, alors il existe

exactement un ~� 2 �( t0; c00) tel que � = � (t) + ~� . �

3.2 Form ule r �ecursiv e pour 
 a
c dans le cas An

Dans cette section, nous utilisons la multiplication par des vecteurs de racine a�n

d'obtenir une formule r�ecursive pour les polynômes
 a
c .

Soit Q un carquois de type An et soit i adapt�e �a Q. Soit a 2 N � . Nous avons vu dans

la proposition 1.3.1 que l'image E a
i d'un �el�ement E a

i de la baseB i sousl'in volution ( )

s'exprime dans la baseB i commesuit:

E a
i =

X

c� a

! a
c E c

i (3.4)

On peut calculer E a
i aussi de la fa�con suivante: soit j � 1 le plus petit entier tel que

aj 6= 0, alors

E a
i = E (0;:::;0;aj ;aj +1 ;:::;a� )

i

=
� aj

1

� � 1 E� ; ;j

i E (0;:::;0;aj � 1;aj +1 ;:::;a� )
i

=
� aj

1

� � 1 E� ; ;j

i E (0;:::;0;aj � 1;aj +1 ;:::;a� )
i
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et par la proposition 2.1.2

E � ; ;j

i =
X

J

(v� 1 � v) jJ jE c(J )
i

o�u la sommeest sur tous lessous-ensemblesJ de l'ensemble desarêtesdansSupp(� j ) et

c(J ) = (c00
1; : : : ; c00

� ) avecc00
m = 1 si Supp(� m ) estunecomposante connexedeSupp(� j )nJ

et c00
m = 0 sinon. Soit f r 1 < r2 < : : : < r jJ j+1 g l'ensemble des positions o�u c(J ) ne

s'annule pas.

En utilisant ce r�esultat nous obtenons

E a
i =

�
aj

1

� � 1 X

J

(v� 1 � v) jJ j E c(J )
i E (0;:::;0;aj � 1;aj +1 ;:::;a� )

i :

Posons maintenant a0 = (0; : : : ; 0; aj � 1; aj +1 ; : : : ; a� ) et appliquons (3.4) aux deux

côt�es. Alors

X

c� a

! a
c E c

i =
�

aj

1

� � 1 X

J

(v� 1 � v) jJ j E c(J )
i

X

c0� a0

! a0

c0E c0

i

=
�

aj

1

� � 1 X

J

X

c0� a0

(v� 1 � v) jJ j ! a0

c0 E c(J )
i E c0

i (3.5)

Du côt�e gauche de l' �equation (3.5), chaqueE c
i n'apparâ�t qu'une fois tandis que du côt�e

droit, lesE c
i sont cach�esdanslesproduits E c(J )

i E c0

i et peuvent doncapparâ�tre plusieurs

fois. Mais une fois lesE c(J )
i E c0

i calcul�es,nouspourrons regrouper les termes,mettre les

E c
i en �evidenceet r�ecrire le côt�e droit commeune sommesur c � a. Dans cette somme,

le coe�cien t devant chaqueE c
i serade la forme

P
c0(polynôme en v; v� 1)! a0

c0. Donc ceci

nous donnera une formule pour ! a
c en fonction des ! a0

c0. Nous calculons E c(J )
i E c0

i en

appliquant j J j +1 fois le th�eor�eme3.1.1 (posonsm
d�ef
= jJ j + 1):

E c(J )
i E c0

i

= E� ; ;r 1
i E� ; ;r 2

i : : : E � ; ;r m

i E c0

i

= E� ; ;r 1
i : : : E � ; ;r m � 1

i

X

� m 2 �( r m ;c0)

P(� m ;c0+ � � m ) E c0+ � � m

i

= E� ; ;r 1
i : : : E � ; ;r m � 2

i

X

� m ;� m � 1

P(� m � 1 ;c0+ � � m
+ � � m � 1 ) P(� m ;c0+ � � m ) E c0+ � � m

+ � � m � 1

i

=
X

� J 2 � J

 
mY

k=1

P(� k ;c0+
P m

l = k
� � l )

!

E
c0+

P m
k =1

� � k

i
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o�u l'avant derni�ere sommeest sur tous les (� m ; � m� 1) 2 �( r m ; c0) � �( r m� 1; c0+ � � m
)

et la derni�eresommeest sur tous les � J = (� 1; � 2; : : : � m ) 2 �( r 1; c0+
P m

l=2 � � l
) � : : : �

�( rm ; c0)
d�ef
= � J : Ainsi (3.5) devient

X

c� a

! a
c E c

i

=
�

aj

1

� � 1X

J

X

c0� a0

(v� 1 � v) jJ j ! a0

c0

X

� J 2 � J

0

@
jJ j+1Y

k=1

P(� k ; c0+
P jJ j+1

l= k � � l
)

1

A E
c0+

P j J j +1
k =1

� � k

i

Maintenant, nous pouvons comparer les coe�cien ts de E c
i et nous obtenons la formule

suivante (noter que c0 = c �
P jJ j+1

k=1 � � k
):

! a
c =

�
aj

1

� � 1 X

J

(v� 1 � v) jJ j
X

� J 2 � J

! a0

c�
P j J j +1

k =1
� � k

jJ j+1Y

k=1

P(� k ; c �
k� 1X

l=1

� � l
) (3.6)

Nousposons
 y
x = ! y

x vd(y )� d(x ) avecd(z)
d�ef
= dim(Oz) et nousavonsla formule r�ecursive

suivante:


 a
c =

�
aj

1

� � 1 X

J

(v� 1 � v) jJ j
X

� J 2 � J


 a0

c�
P j J j +1

k =1
� � k

0

@
jJ j+1Y

k=1

P(� k ; c �
k� 1X

l=1

� � l
)

1

A v� (3.7)

avec � = d(c �
P jJ j+1

k=1 � � k
) � d(a0) + d(a) � d(c):

Dansle restedu chapitre nousnefaisonsquesimpli�er cette formule. Regardonsd'abord

la dimension d(c) de l'orbite Oc . Nous avons la formule suivante:

Lemme 3.2.1

� (c) = dim(Ed ) � d(c) = [e(c); e(c)]1

Preuve. (Gabriel, 1975,sect.1) �

Maintenant, nous appliquons le lemme pour calculer � :

� = �
h
e(c �

P
k � � k

); e(c �
P

k � � k
)
i 1

+ [e(c); e(c)]1 � [e(a); e(a)]1

+
h
e(a � � ; ;j ); e(a � � ; ;j )

i 1

=
h
e(c); e(

P
k � � k

)
i 1

+
h
e(

P
k � � k

); e(c)
i 1

�
h
e(

P
k � � k

); e(
P

k � � k
)
i 1

�
h
e(a); e(� ; ;j )

i 1
�

h
e(� ; ;j ); e(a)

i 1
+

h
e(� ; ;j ); e(� ; ;j )

i 1
;
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o�u chaque somme
P

k est sur k = 1; : : : ; jJ j + 1: Noter aussique
h
e(� ; ;j ); e(� ; ;j )

i 1
= 0

et que
h
e(� ; ;j ); e(a)

i 1
= 0 car a1 = : : : = aj � 1 = 0. Avec ce r�esultat, nous avons

0

@
jJ j+1Y

k=1

P(� k ; c �
k� 1X

l=1

� � l
)

1

A v�

= v� [e(a);e(� ; ;j )]1
" jJ j+1Y

k=1

(1 � v� 2)� 1

0

B
@

Y

t2 � � k
+

(1 � v� 2ct +2
P k � 1

l =1
� � l

t )

1

C
A v� 1

#

;

o�u � 1 est �egal �a

' (c �
kX

l=1

� � l
; � � k

) +

0

B
@

h
e(c); e(� � k

)
i 1

+
h
e(� � k

); e(c)
i 1

�

2

4e(� � k
); e(

jJ j+1X

l=1

� � l
)

3

5

1
1

C
A

=
h
e(c); e(� � k

)
i

+
h
e(c); e(� � k

)
i 1

�
h
e(

P k� 1
l=1 � � l

); e(� � k
)
i

�
h
e(� � k

); e(� � k
)
i

�
h
e(� � k

); e(
P jJ j+1

l= k+1 � � l
)
i 1

:

Noter que �
h
e(� � k

); e(� � k
)
i

= � 1 par le lemme 1.5.6 et que

h
e(c); e(� � k

)
i

+
h
e(c); e(� � k

)
i 1

= 2
h
e(c); e(� � k

)
i

�
h
e(c); e(� ; ;r k )

i
+

h
e(c); e(� ; ;r k )

i 1

par le lemme 1.5.5. Ainsi

� 1 = � 1 + 2
h
e(c); e(� � k

)
i

�
h
e(c); e(� ; ;r k )

i
+

h
e(c); e(� ; ;r k )

i 1

�
h
e(

P k� 1
l=1 � � l

); e(� � k
)
i

�
h
e(� � k

); e(
P jJ j+1

l= k+1 � � l
)
i 1 :

Noter aussique

�
aj

1

� � 1

(v� 1 � v) jJ j
jJ j+1Y

k=1

(1 � v� 2)� 1 = (� 1)jJ j (v2aj � 1)� 1vaj vjJ j+1

et ainsi (3.7) devient


 a
c = (v2aj � 1)� 1vaj � [e(a);e(� ; ;j )]1 X

J

(� 1)jJ j
X

� J 2 � J


 a0

c�
P j J j +1

k =1
� � k v� 2 � 2(v); (3.8)

avec � 2(v) =
Q jJ j+1

k=1
Q

t2 � � k
+

�
1 � v� 2(ct �

P k � 1
l =1

� � l
t )

�
et

� 2 =
jJ j+1X

k=1

�
2

h
e(c); e(� � k

)
i

�
h
e(c); e(� ; ;r k )

i
+

h
e(c); e(� ; ;r k )

i 1
�

�
jJ j+1X

k=1

� h
e(

P k � 1
l =1

� � l ); e(� � k
)
i

+
h
e(� � k

); e(
P j J j +1

l = k +1
� � l )

i 1
�

:
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Maintenant, nousmontrons quequel quesoit j et pour tout sous-ensemble J del'ensemble

desarêtesde Supp(� j )

jJ j+1X

k=1

h
e(c); e(� ; ;r k )

i 1
= �

h
e(c); e(� ; ;j )

i
+

h
e(c); e(� ; ;j )

i 1
+

jJ j+1X

k=1

h
e(c); e(� ; ;r k )

i
(3.9)

En e�et, il su�t de montrer que pour tout j et pour tout sous-ensemble J de l'ensemble

desarêtesde Supp(� j )

jJ j+1X

k=1

 (r k ) =  (j )

o�u r 1 < r2 < : : : < r jJ j+1 tels que c(J ) = � ; ;r 1 + � ; ;r 2 + : : : + � ; ;r j J j +1 et  (t) =
h
e(c); e(� ; ;t )

i
�

h
e(c); e(� ; ;t )

i 1
.

Nous proc�edonspar r�ecurrencesur jJ j. Si jJ j = 0 alors
P jJ j+1

k=1  (r k ) =  (r 1) et r 1 = j .

SupposonsjJ j � 1. Soit x0 ! y0 2 J , alors il existe une suite exacte non-scind�ee

0 ! e� t 1 ! e� j ! e� t 2 ! 0 telle que y0 2 Supp(� t1 ) et x0 2 Supp(� t2 ). Nous avons

 (j ) =  (t1) +  (t2). Soit J1 = f x ! y 2 J j x; y 2 Supp(� t1 )g et J2 = f x ! y 2 J j

x; y 2 Supp(� t2 )g. Donc J = J1 t J2 t f x0 ! y0g, alors jJ1j; jJ2j < jJ j et nous pouvons

appliquer l'hypoth�esede r�ecurrence�a t 1; J1 et �a t2; J2. Nous obtenons

 (j ) =  (t1) +  (t2) =
jJ1 j+1X

k=1

 (r 1
k ) +

jJ2 j+1X

k=1

 (r 2
k )

o�u c(J1) = � ; ;r 1
1 + � ; ;r 1

2 + : : : + � ; ;r 1
j J 1 j +1 et c(J2) = � ; ;r 2

1 + � ; ;r 2
2 + : : : + � ; ;r 2

j J 2 j +1 .

De plus, les arêtes de Supp(� j ) qui ne sont pas dans J sont exactement les arêtes de

Supp(� t1 )t Supp(� t2 ) qui nesont pasdansJ1t J2 et par cons�equent f r 1; r2: : : : ; r jJ j+1 g =

f r 1
1; r 1

2: : : : ; r 1
jJ1 j+1 gt f r 2

1; r 2
2: : : : ; r 2

jJ2 j+1 g. Ainsi  (j ) =
P jJ j+1

k=1  (r k ) cequi montre (3.9).

Aveccer�esultat nouspouvonsr�ecrire (3.8) commesuit (noter que aj =
h
e(a); e(� ; ;j )

i
):


 a
c = (v2aj � 1)� 1 v� 3

X

J

(� 1)jJ j
X

� J 2 � J


 a0

c�
P j J j +1

k =1
� � k v� 4 � 2(v) (3.10)

avec

� 3 =
h
e(a); e(� ; ;j )

i
�

h
e(a); e(� ; ;j )

i 1
�

h
e(c); e(� ; ;j )

i
+

h
e(c); e(� ; ;j )

i 1
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� 4 =
jJ j+1X

k=1

�
2

h
e(c); e(� � k

)
i

�
h
e(

P k � 1
l =1

� � l ); e(� � k
)
i

�
h
e(� � k

); e(
P j J j +1

l = k +1
� � l )

i 1
�

� 2(v) =
jJ j+1Y

k=1

Y

t2 � � k
+

�
1 � v� 2(ct �

P k � 1
l =1

� � l
t )

�
:

Nous allons montrer les deux faits suivants:

� 3 = 0 (3.11)

et
jJ j+1X

k=1

h
e(

P k � 1
l =1

� � l ); e(� � k
)
i

=
jJ j+1X

k=1

h
e(� � k

); e(
P j J j +1

l = k +1
� � l )

i 1
: (3.12)

Dans (Auslander et Reiten, 1985,thm.1.4), on montre que la di� �erence
h
e(c); e(� ; ;j )

i
�

h
e(c); e(� ; ;j )

i 1
d�epend uniquement de la dimension de e(c). Ainsi, � 3 = 0 parce que c

et a ont la mêmei-homog�en�eit�e.

Preuve de (3.12) :

jJ j+1X

k=1

h
e(

P k � 1
l =1

� � l ); e(� � k
)
i

�
jJ j+1X

k=1

h
e(� � k

); e(
P j J j +1

l = k +1
� � l )

i 1

=
X

1� l<k �j J j+1

h
e(� � l

); e(� � k
)
i

�
h
e(� � l

); e(� � k
)
i 1

:

Donc il su�t de montrer que
h
e(� � l

); e(� � k
)
i

=
h
e(� � l

); e(� � k
)
i 1

pour tout l < k.

En appliquant le lemme 1.5.5 pour le partage � l , nous voyons que ceci est �equivalent

�a
h
e(� ; ;r l ); e(� � k

)
i

=
h
e(� ; ;r l ); e(� � k

)
i 1

pour tout l < k. Et en appliquant le même

lemme pour � k , nous voyons qu'il su�t de montrer que

h
e(� ; ;r l ); e(� ; ;r k )

i
=

h
e(� ; ;r l ); e(� ; ;r k )

i 1

pour tout r l < r k . Mais le membre de gauche est nul puisqueSupp(� r l ) \ Supp(� r k ) = ;

et le membre de droite est nul puisque r l < r k implique que s'il existe une suite courte

exactenon-scind�eeavec e(� ; ;r l ); e(� ; ;r k ) aux extr�emit�es alors elle est de la forme 0 !

e(� ; ;r l ) ! e(� ; ;r l + � ; ;r k ) ! e(� ; ;r k ) ! 0. Donc (3.12) est prouv�e.
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Ainsi (3.10) devient


 a
c = (v2aj � 1)� 1

X

J

(� 1)jJ j
X

� J 2 � J


 a0

c�
P j J j +1

k =1
� � k v� 5 � 2(v) (3.13)

avec

� 5 = 2
jJ j+1X

k=1

�h
e(c); e(� � k

)
i

�
h
e(

P k � 1
l =1

� � l ); e(� � k
)
i�

:

Le membre de droite de (3.13) est dans Z[v2; v� 2]. Posonsmaintenant

J c0
d�ef
=

n
J � f arêtesdans Supp(� j )g j 9� J 2 � J tel que c0 = c �

P jJ j+1
k=1 � � k

o

Donc pour c0 � a0 donn�e, l'ensemble J c0 contient tous les ensembles J qui r�ealisent 
 a0

c0

dans (3.13). Noter que J c0 peut être vide. Noter aussi qu'il peut y avoir � J ; f� J 2 J c0

avec � J 6= f� J . On dira que c0 est r�ealisablesi J c0 6= ; . En regroupant les termes de

(3.13) et en substituant u = v2 nous obtenons


 a
c = (uaj � 1)� 1

X

c0� a0

c0 r �ealisable


 a0

c0

X

J 2J c0

(� 1)jJ j
X

� J : c� c0=
P

k
� � k

u� 6 � (u) (3.14)

avec

� 6 =
jJ j+1X

k=1

�h
e(c); e(� � k

)
i

�
h
e(

P k � 1
l =1

� � l ); e(� � k
)
i�

� (u) =
jJ j+1Y

k=1

Y

t2 � � k
+

�
1 � u� (ct �

P k � 1
l =1

� � l
t )

�
:

En�n, en utilisant d'une part que [e(c); e(� � k
)] =

P
(t :[e� t ;e(� � k )]=1) ct et d'autre part

que si � � k

t = 1 alors [e� t ; e(� � k
)] = 1, nous obtenons la formule suivante:

Th �eor �eme 3.2.2 Soient Q un carquois de type An et i 2 I adapt�e �a Q. Soient a =

(0; : : : ; 0; aj ; aj +1 ; : : : ; a� ) 2 N � , c � a et a0 = (0; : : : ; 0; aj � 1; aj +1 ; : : : ; a� ) 2 N � .

Alors


 a
c = (uaj � 1)� 1

X

c0;J;� J

(� 1)jJ j 
 a0

c0

jJ j+1Y

k=1

0

B
@u� (k)

Y

t2 � � k
+

(uct (k) � 1)

1

C
A



57

o�u la somme est sur tous les c0 � a0 tels que c0 est r�ealisable,sur tous les J 2 J c0 et

tous les � J = (� 1; � 2; : : : ; � jJ j+1 ) 2 � J tels que c � c0 =
P jJ j+1

k=1 � � k
et

ct (k) = ct �
k� 1X

l=1

� � l

t ; � (k) =
X

t :[ e� t ;e( � � k
)]=1

� � k
t 6=1

ct (k):

L' �equation du dernier th�eor�eme est une formule r�ecursive: Le polynôme 
 a
c y est

exprim�een termesdepolynômes
 a0

c0 et a0est \plus petit" quea dansle sensde ja0j < jaj.

Par la proposition 1.3.1, nous savons que 
 a
c est un polynôme en u; u� 1. La formule

con�rme qu'on peut d�ecrire 
 a
c en u; u� 1, mais il n'est pas �evident que le membre de

droite de la formule est un polynôme. En g�en�eral, on ne peut pas diviser chaque terme

de la sommepar (uaj � 1).



CHAPITRE IV

LES SINGULARIT �ES DES VARI �ET �ES DE CAR QUOIS DE TYPE

A n

Nousavonsd�ej�a vu (proposition 1.3.1et th�eor�eme1.3.2) que lespolynômes
 a
c encodent

de l'information sur la cohomologied'in tersection de la vari�et�e de carquoisOa. Dans ce

chapitre, nousnousservironsde la formule du th�eor�eme3.2.2pour analyserla g�eom�etrie

de la vari�et�e. Nousallons montrer quepour nosvari�et�eslespropri �et�es\lisse" et \ration-

nellement lisse" sont �equivalentes et nous allons donner une liste compl�ete desvari�et�es

de carquoisqui sont lisseset ausside cellesdont la projectivisation est rationnellement

lisse. Soit F la clôture alg�ebrique d'un corps �ni Fq ayant q = pe �el�ements, o�u p est un

nombre premier. En g�en�eral, Q est un carquois de type A n dans ce chapitre, sauf aux

endroits o�u nous indiquerons que Q est de type A; D ; ou E. Nous �xons i 2 I adapt�e

�a Q et nous �ecrivons � t au lieu de � (i ; t) pour t = 1; 2; : : : ; � . D'abord, il nous faut des

r�esultats sur le comportement de 
 a
c quand c et a sont proches.

4.1 Analyse de 
 a
c pour c pro che de a

Soit c 2 N � de i-homog�en�eit�e d et d(c)
d�ef
= dim(Oc), � (c)

d�ef
= codim(Oc) = dim(Ed ) �

d(c). Nous �ecrirons c � a si c � a et c 6= a.

Lemme 4.1.1 Soient c; a 2 N � tels que c � a. Alors d(c) < d(a).

Preuve. Ceci est un r�esultat classique,voir (Humphreys, 1975,prop.8.3). �
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Prop osition 4.1.2 Soit Oa une vari�et�e de carquois de type A; D ou E. Si c � a alors


 a
c est un polynôme en u = v2 divisible par (u � 1).

Notons ~
 a
c

d�ef
= 
 a

c=(u � 1):

Preuve. Nous proc�edonspar r�ecurrencesur dim(Oa). Si dim(Oa) = 0 il n'y a rien

�a prouver parce que il n'y a pas de c � a. Supposonsdim(Oa) > 0: Nous avons


 a
c = ! a

c vd(a)� d(c) . Donc par le th�eor�eme1.3.2.3

� a
c =

X

c00:c� c00� a


 c00

c vd(c)� d(c00) � a
c00

= 
 a
c vd(c)� d(a) + � a

c +
X

c00:c� c00� a


 c00

c vd(c)� d(c00) � a
c00

car � a
a = 1 par le th�eor�eme1.3.2, et 
 c

c = 1 par la proposition 1.3.1. Alors


 a
c = vd(a)� d(c)

�
� a

c � � a
c

�
�

X

c00:c� c00� a


 c00

c vd(a)� d(c00) � a
c00:

Or par le th�eor�eme 1.3.2.4,nous avons

vd(a)� d(c)
�
� a

c � � a
c

�

= vd(a)� d(c)
X

k

dim H 2k
f (Oa)

�
v2k+ d(c)� d(a) � v� 2k� d(c)+ d(a)

�

(avec 0 � 2k < d(a) � d(c) si a 6= c car � a
c 2 v� 1Z[v� 1] si a 6= c). Mais ceci est �egal �a

X

k

dim H 2k
f (Oa)

�
v2k � v� 2k� 2d(c)+2 d(a)

�

= �
X

k

dim H 2k
f (Oa)uk

�
u� 2k� d(c)+ d(a) � 1

�
; (4.1)

o�u f est un point Fq-rationnel de Oc. Alors
�
u� 2k� d(c)+ d(a) � 1

�
est divisible par (u� 1)

car � 2k � d(c) + d(a) > 0 Donc chaque terme de (4.1) est divisible par (u � 1). Ainsi

vd(a)� d(c)
�
� a

c � � a
c

�
est divisible par (u � 1). Notons que (4.1)6= 0 car � a

c 2 v� 1Z[v� 1].

D'autre part pour tout c � c00� a, le lemme4.1.1dit qued(c) < d(c00), et nouspouvons

supposerpar r�ecurrenceque 
 c00

c est un polynôme en u et divisible par (u � 1).
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De plus,

vd(a)� d(c00) � a
c00 =

X

k

dim H 2k
f (Oa) v� 2k� 2d(c00)+2 d(a)

=
X

k

dim H 2k
f (Oa) u� k� d(c00)+ d(a)

est un polynôme en u.

Ainsi 
 a
c 2 Z[u] et 
 a

c = (u � 1)~
 a
c avec ~
 a

c 2 Z[u]. �

Prop osition 4.1.3 Soit c � a. Si ~
 a
c

�
�
�
u=1

6= 0 alors il existeune op�eration �el�ementaire

menant de Oc �a Oa , i.e. il existe � 2 Sop tel que c + op � = a.

Pour la preuve nous avons besoindu lemme suivant.

Lemme 4.1.4 Soient a = (0; : : : ; 0; aj ; aj +1 ; : : : ; a� ), c � a; a0 = a� � ; ;j ; c0 r�ealisable,

J 2 J c0 et f r 1 < r2 < : : : < r jJ j+1 g l'ensembledes positions o�u c(J ) ne s'annule pas.

Soit � J = (� 1; � 2; : : : ; � jJ j+1 ) 2 � J tel que c � c0 =
P jJ j+1

k=1 � � k
. Noter que � k est un

r k -partage. Soit

M
d�ef
= max

8
><

>:
h

�
�
�
�
�
�
�

(u � 1)h divise
jJ j+1Y

k=1

Y

t2 � � k
+

(uct �
P k � 1

l =1
� � l

t � 1)

9
>=

>;

1. Si c0 = a0 et M � 2 alors il existe une unique op�eration �el�ementaire menant de

Oc �a Oa. Plus pr�ecis�ement, nous obtenonsdans ce cas que

jJ j = 1; M = 2; � J = (� 1; � 2) = (; ; � 2); � 1 2 �( r 1; c0+ � � 2
); � 2 2 �( r 2; c0)

� J : 0 ! e� r 1 ! e� j ! e� r 2 ! 0 2 Sop

et soit � 2 = ; et a = c + op � J

soit il existe s; t 2 f 1; 2; : : : ; � g tels que� � 2

� = f sg; � � 2

+ = f tg et a = c + op � avec

� : 0 ! e� r 1 ! e� j � e� s ! e� t ! 0 2 Sop

et Supp(� j ) � Supp(� r 1 ).
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2. Si c0 � a0 et M = 1 et s'il existe une op�eration �el�ementaire � 0 menant de Oc0

�a Oa0 alors il existe une unique op�eration �el�ementaire menant de Oc �a Oa. Plus

pr�ecis�ement, nous obtenonsdans ce cas que

jJ j = 0; � J = (� ); � 2 �( j; c0)

et soit � = ; et a = c + op � 0

soit il existe s; t; y; z 2 f 1; 2; : : : ; � g tels que � �
� = f sg; op� 0

s = � 1; � �
+ = f tg et

a = c + op � avec

� : 0 ! e� t ! e� j � e� y ! e� z ! 0 2 Sop

� 0 : 0 ! e� s ! e� y ! e� z ! 0 2 Sop

et Supp(� j ) � Supp(� t ).

Pr euve du lemme: Il faut montrer l'existence des op�erations �el�ementaires, l'unicit �e

est �evidente. NousavonsM =
P jJ j+1

k=1 j� � k

+ j (noter quect �
P k� 1

l=1 � � l

t = c0
t +

P jJ j+1
l= k � � l

t =

c0
t +

P jJ j+1
l= k+1 � � l

+ 1 > 0 par d�e�nition de � J ) et pour chaquepartage � il y a au moins

un t tel que � �
t = 1 (i.e. j� �

+ j � 1).

Pr euve de 1: Comme nous avons suppos�e que M � 2, il faut que jJ j � 1: Supposons

que jJ j = 0, donc � J = (� ); � 2 �( j; c0): Alors a = a0+ � ; ;j = c0+ � ; ;j = c + � ; ;j � � �

et at = 0 pour t < j . Donc � �
t � 0 pour tout t < j , donc � �

t = 0 pour tout t < j (par

le lemme 1.5.3) et forc�ement � = ; parce que � est un � j -partage. D'o�u � � = � ; ;j et

a = c, contradiction.

Ainsi jJ j = 1; M = 2; � J = (� 1; � 2); � 1 2 �( r 1; c0 + � � 2
) et � 2 2 �( r 2; c0): De plus,

� r 1 + � r 2 = � j par d�e�nition de J , donc r 1 < j < r 2 et

� J : 0 ! e� r 1 ! e� j ! e� r 2 ! 0 2 Sop

Montrons maintenant que � 1 = ; : Supposonsle contraire. Alors il existe t < r 1 < j

tel que � � 1

t = � 1 et alors [e� r 1 ; e� t ]1 = 1, et comme le terme du milieu dans � J

est ind�ecomposable, il faut que [e� t ; e� r 2 ] = 0 (ceci est une cons�equencefacile de la
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proposition 1.4.1). Mais a = c + � ; ;j � � � 1
� � � 2

et at = 0, donc forc�ement � � 2

t = 1 et

alors [e� t ; e� r 2 ] = 1, ce qui est impossible.

Si � 2 = ; nous avons a = c + � ; ;j � � ; ;r 1 � � ; ;r 2 = c + op � J . Supposonsalors � 2 6= ; :

M = 2 implique j� � 2

+ j = 1, disons � � 2

+ = f tg. Alors pour chaque s 2 � � 2

� , nous avons

[e� s ; e� r 2 ] = 0 par la proposition 1.5.7 et [e� r 2 ; e� s ]1 = 1. Nous allons montrer que

j� � 2

� j = 1: Supposonsle contraire, donc j� � 2

� j = 2 par la proposition 1.5.7. Disons

� � 2

� = f s; s0g avec s < s0. Les positions de � s; � s0
dans le carquois d'Auslander-Reiten

sont donn�eespar le corollaire 1.5.8. D'autre part � J : 0 ! e� r 1 ! e� j ! e� r 2 ! 0

implique ([e� j ; e� r 2 ] ; [e� r 2 ; e� j ]1) = (1; 0): Donc dans le carquoisd'Auslander-Reiten �,

� j est sur une mêmediagonaleque� r 2 , et il y a un chemin dans� de � s jusqu'�a � j ou de

� s0
jusqu'�a � j , d'o�u s < j . Commeas = 0, cs � 0, � � 2

s = � 1 et a = c+ � ; ;j � � ; ;r 1 � � � 2
,

il faut que s = r 1. Ainsi,
�
e� r 1 ; e� s0

� 1 = 0 car � � 2

r 1
= � � 2

s0 = � 1, et l'exactitude de la

suite Hom-Ext (� J ; e� s0) donne

0 = �
�
e� j ; e� s0

� 1 +
�
e� r 2 ; e� s0

� 1 :

Donc
�
e� j ; e� s0

� 1 = 1 et en particulier s0 < j , d'o�u as0 = 0 et alors s0 = r1, contradiction.

Alors j� � 2

� j = 1, disons� � 2

� = f sg. Nous avonsa = c � � ; ;r 1 + � ; ;j + � ; ;s � � ; ;t . Notons

que si s = r 1 alors j = t et a = c, contradiction. Donc s 6= r 1, et s � j parceque as � 1

et s 6= j parce que [e� s ; e� r 2 ] = 0; alors s > j .

Nous allons montrer maintenant qu'il y a une suite exactenon-scind�ee

� : 0 ! e� r 1 ! e� j � e� s ! e� t ! 0

telle que a = c + op � : Nous avons les deux suites exactesnon-scind�ees

� J : 0 ! e� r 1 ! e� j ! e� r 2 ! 0

et � � 2 : 0 ! e� s ! e� t ! e� r 2 ! 0:

Disons que �( � r 2 ) = (z; i ) est la position de � r 2 dans le carquois d'Auslander-Reiten.

Alors �( � j ) (respectivement �( � t )) est sur une des diagonalesf (z; k) j 1 � k < ig et

f (z � k + i; k) j i < k � ng passant par (z; i ). Disons sans perte de g�en�eralit�e que
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�( � j ) = (z; k): Nous montrons d'abord que �( � t ) = (z; k0) pour un k0 > k. Supposons

que �( � t ) est sur l'autre diagonale, �( � t ) = (z � k0 + i; k0). Alors �( � s) = (z �

k0 + i; k0 � i ) et [e� j ; e� s ]1 = 1, d'o�u s < j , contradiction. Donc �( � t ) = (z; k0) et

k0 > k parce que j < s < t. De plus, �( � s) = (z � n + i � 1; n � i + 1 + k0) et

�( � r 1 ) = (z � n + i � 1; n � i + 1 + k), et les sommets � r 1 ; � s; � j ; � t \forment un

rectangle" dans �. Alors � est une suite exacte non-scind�eeet a = c + op � . De plus,

� J implique que Supp(� j ) � Supp(� r 1 ), ce qui montre 1.

Pr euve de 2: Notons � 0 la suite exacte non-scind�ee correspondante �a l'op�eration

�el�ementaire menant de Oc0 �a Oa0, i.e. a0 = c0+ op � 0
. M = 1 implique jJ j = 0; � J =

(� ); � 2 �( j; c0). Si � = ; alorsa� c = a0� c0et a = c+ op � 0
. Supposons� 6= ; . Comme

M = 1, nousavonsj� �
+ j = 1, disons� �

+ = f tg; t < j: Alors a = c+ op � 0
+ � ; ;j + � �

� � � ; ;t .

Soit s 2 � �
� , donc s < j . Alors 0 = as = cs + op� 0

s + 1 et forc�ement op� 0

s = � 1. De plus,

pour tout y tel que op� 0

y = 1, nous avons a0
y = c0

y + 1, donc y � j (sinon a0
y = 0).

Nous allons montrer maintenant qu'il n'existe qu'un seul y tel que op � 0

y = 1, i.e. � 0 est

de la forme

� 0 : 0 ! e� s ! e� y ! e� z ! 0:

Disonsque�( � j ) = (w; i ) est la position de � j dansle carquoisd'Auslander-Reiten. Par

la proposition 1.5.7et par le fait que s 2 � �
� , nousavons ([e� s ; e� j ] ; [e� j ; e� s ]1) = (0; 1)

et alors �( � s) est sur une desdeux diagonalessuivantes: f (w � k; k) j 1 � k < n � ig,

f (w + i � n � 1; k) j n � i + 1 < k � ng. Supposonssansperte de g�en�eralit�e que �( � s) =

(w � k; k). Or s'il existe une suite exactenon-scind�ee0 ! e� s ! e� y � e� y 0 ! e� z ! 0

alors ou �( � y) ou �( � y0
) est �egal �a (w � k0; k0) avec k0 < k. Mais ceci implique que

y < j ou y0 < j , contradiction. Donc � 0 est de la forme

� 0 : 0 ! e� s ! e� y ! e� z ! 0:

De plus, il faut que � �
� = f sg, donc

� � : 0 ! e� s ! e� t ! e� j ! 0

est une suite exactenon-scind�ee.
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Disons encoreque �( � j ) = (w; i ) et supposonssansperte de g�en�eralit�e que �( � s) =

(w � k; k). Alors �( � t ) = (w � k; k + i ), �( � z) = (w; k0) et �( � y) = (w � k; k + k0) avec

k0 > i puisque j < y. Alors il y a une suite exactenon-scind�ee

� : 0 ! e� t ! e� j � e� y ! e� z ! 0

et a = c + op � . De plus, � � implique que Supp(� j ) � Supp(� t ). �

Pr euve de la proposition: Par r�ecurrencesur jaj
d�ef
=

P �
t=1 at . Si jaj = 0 il n'y a

rien �a prouver. Supposonsjaj � 1. Soit M comme dans le lemme et supposonsque

~
 a
c

�
�
�
u=1

6= 0. La formule du th�eor�eme 3.2.2 d�ecrit 
 a
c en termes des 
 a0

c0. Comme

ja0j < jaj, l'hypoth�ese de r�ecurrence implique qu'il existe une op�eration �el�ementaire

menant de Oc0 �a Oa0 si c0 � a0 et si ~
 a0

c0

�
�
�
u=1

6= 0: Par la proposition 4.1.2, nous savons

que (u � 1) divise 
 a
c . Donc ~
 a

c

�
�
�
u=1

6= 0 implique que (u � 1)2 - 
 a
c . Donc au moins un

terme de la sommedans le th�eor�eme 3.2.2 n'est pas divisible par (u � 1)2, i.e. il existe

un c0 r�ealisable,J 2 Jc0; � J 2 � J tels que

(u � 1)2 -

Q jJ j+1
k=1

Q
t2 � � k

+

 a0

c0

�
uct �

P k � 1
l =1

� � l
t � 1

�

uaj � 1
:

Il y a deux caspossibles:

1. c0 = a0, donc 
 a0

c0 = 1, M � 2 et la proposition est vrai par le lemme 4.1.4.1.

2. c0 � a0, donc (u � 1) j 
 a0

c0, M � 1. Si (u � 1)2 - 
 a0

c0 alors il existe une op�eration

�el�ementaire menant de Oc0 �a Oa0, de plus M = 1 et ainsi, la proposition est vraie par

le lemme 4.1.4.2.

En�n, si (u � 1)2 j 
 a0

c0 alors M = 0, ce qui contredit le fait que pour chaque � il existe

au moins un t tel que � �
t = 1. �

Nous allons maintenant calculer ~
 a
c ju=1 dans le caso�u il y a une op�eration �el�ementaire

menant de Oc �a Oa.

Lemme 4.1.5 Soit c � a = (0; : : : ; 0; aj ; aj +1 ; : : : ; a� ) et � : 0 ! e� s1 ! V ! e� s2 !

0 une suite exactenon scind�eetelle quec+ op � = a: Alors il existes; x; y 2 f 1; 2; : : : ; � g
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tels que

~
 a
c ju=1 =

cj

aj

~
 a� � ; ;j

c� � ; ;j

�
�
�
u=1

V(cj 6= 0) �
cs1 cs2

cj + 1
V(V = e� j )

�
cs1 cs2

cj + 1
V(V = e� j � e� s ; Supp(� s1 ) � Supp(� j ))

+
cs1

cj + 1
~
 a� � ; ;j

c+ � ; ;x � � ; ;s 1

�
�
�
u=1

V(V = e� j � e� y ; Supp(� s1 ) � Supp(� j ))

o�u V(A) = 1 si A est vrai et V(A) = 0 si A est faux.

Preuve. Soit M commedans le lemme 4.1.4. Par la formule du th�eor�eme 3.2.2, nous

avons

~
 a
c ju=1

=
X

c0� a0

c0 r �ealisable

X

J 2J c0

X

� J 2 � J

c � c0=
P

k
� � k

(� 1)jJ j

Q jJ j+1
k=1

Q
t2 � � k

+

�
uct �

P k � 1
l =1

� � l
t � 1

�

 a0

c0

(uaj � 1) (u � 1)

�
�
�
�
�
�
�
�
u=1| {z }

:

d�ef
= (� )

Supposonsque (� ) 6= 0, i.e. (u � 1)2 divise le num�erateur de (� ) et (u � 1)3 ne le divise

pas. Il y a deux caspossibles:

1. c0 = a0; M = 2.

2. c0 � a0; M = 1; (u � 1)2 - 
 a0

c0, donc ~
 a0

c0

�
�
�
u=1

6= 0 et par la proposition 4.1.3 il existe

une op�eration �el�ementaire � 0 menant de Oc0 �a Oa0.

Consid�eronscesdeux cass�epar�ement:

1. Par le lemme 4.1.4.1, nous avons jJ j = 1; � J = (� 1; � 2), il existe r 1; r2 tels que

� J : 0 ! e� r 1 ! e� j ! e� r 2 ! 0 est une suite exacte non-scind�eeet � i est un

� r i -partage, i = 1; 2. De plus � 1 = ; et ou bien � = � J ; � 2 = ; et alors

(� ) =
(ucr 1 � 1)(ucr 2 � 1)

(uaj � 1)(u � 1)

�
�
�
�
u=1

=
cr 1 cr 2

aj
=

cs1 cs2

cj + 1
;

ou bien � : 0 ! e� r 1 ! e� j � e� s ! e� t ! 0; � � 2
= � ; ;t � � ; ;s; Supp(� j ) �

Supp(� s1 ) et alors

(� ) =
cr 1 ct

aj
=

cs1 cs2

cj + 1
:
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2. Par le lemme 4.1.4.2,nous avons ou bien � = � 0; jJ j = 0; � J = (� ) = (; ), donc

c0 = c � � ; ;j et alors

(� ) =
ucj � 1
uaj � 1

�
�
�
�
u=1

~
 a� � ; ;j

c� � ; ;j

�
�
�
u=1

=
cj

aj

~
 a� � ; ;j

c� � ; ;j

�
�
�
u=1

;

ou bien il existe x; y 2 f 1; 2; : : : ; � g tels que � 0 : 0 ! e� x ! e� y ! e� s2 ! 0;

� : 0 ! e� s1 ! e� j � e� y ! e� s2 ! 0; jJ j = 0; � J = (� ); � � = � ; ;s1 � � ; ;x ;

Supp(� j ) � Supp(� s1 ), donc c0 = c + � ; ;x + � ; ;s1 et alors

(� ) =
ucs1 � 1
uaj � 1

�
�
�
�
u=1

~
 a� � ; ;j

c+ � ; ;x � � ; ;s 1

�
�
�
u=1

=
cs1

aj

~
 a� � ; ;j

c+ � ; ;x � � ; ;s 1

�
�
�
u=1

et aj = cj + 1.

Donc ~
 a
c ju=1 s'�ecrit commeune sommed'au plus 4 termes, �a savoir

~
 a
c ju=1 =

cj

aj

~
 a� � ; ;j

c� � ; ;j

�
�
�
u=1

V(cj 6= 0) �
cs1 cs2

cj + 1
V(V = e� j )

�
cs1 cs2

cj + 1
V(V = e� j � e� s ; Supp(� j ) � Supp(� s1 ))

+
cs1

cj + 1
~
 a� � ; ;j

c+ � ; ;x � � ; ;s 1

�
�
�
u=1

V(V = e� j � e� y ; Supp(� j ) � Supp(� s1 ))

�

Pour toute op�eration �el�ementaire � : 0 ! e� s1 ! V ! e� s2 ! 0 2 Sop et c 2 N � , soit

e(� ; c)
d�ef
= cs1 cs2 .

Th �eor �eme 4.1.6 Soient a = (0; : : : ; 0; aj ; aj +1 ; : : : ; a� ) 2 N � ; c � a et � 2 Sop(c) tels

que c + op � = a: Alors

~
 a
c

�
�
�
u=1

= � e(� ; c):

Preuve. Par r�ecurrencesur jaj. Si jaj = 0 il n'y a rien �a prouver. Supposonsque

jaj � 1 et disonsque � : 0 ! e� s1 ! V ! e� s2 ! 0. Le lemme 4.1.5 implique que

~
 a
c ju=1 =

cj

aj

~
 a� � ; ;j

c� � ; ;j

�
�
�
u=1

V(cj 6= 0) �
cs1 cs2

cj + 1
V(V = e� j )

�
cs1 cs2

cj + 1
V(V = e� j � e� s ; Supp(� s1 ) � Supp(� j ))

+
cs1

cj + 1
~
 a� � ; ;j

c+ � ; ;x � � ; ;s 1

�
�
�
u=1

V(V = e� j � e� y ; Supp(� s1 ) � Supp(� j )) :
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Notons que j 6= s2 parce que sinon, pour chaque facteur direct e� t de V , nous aurions

0 = at = ct + 1, contradiction. Si j = s1 alors ~
 a
c

�
�
�
u=1

= cs1
as1

~
 a� � ; ;s 1

c� � ; ;s 1

�
�
�
u=1

, c � � ; ;s1 +

op � = a � � ; ;s1 et par r�ecurrence

~
 a
c

�
�
�
u=1

=
cs1

as1

(� e(� ; c � � ; ;s1 )) = �
cs1

as1

(cs1 � 1)cs2 = � cs1 cs2 ;

(car as1 = (cs1 � 1)). Supposonsmaintenant que j 6= s1. Dans le cas (V = e� j �

e� y ; Supp(� s1 ) � Supp(� j )), nous avons vu dans la preuve du lemme 4.1.5 qu'il existe

� 0 : 0 ! e� x ! e� y ! e� s2 ! 0 2 Sop et alors a � � ; ;j = (c + � ; ;x � � ; ;s1 ) + op � 0

et cx = ax = 0 car x < j . De plus, si c� j est un facteur direct de V alors ou bien

Supp(� s1 ) � Supp(� j ) ou bien Supp(� s1 ) � Supp(� j ). Donc par r�ecurrence

~
 a
c ju=1 = �

cj

aj
cs1 cs2 �

cs1 cs2

cj + 1
V(V = e� j )

�
cs1 cs2

cj + 1
V(V = e� j � e� s ; Supp(� s1 ) � Supp(� j ))

�
cs1

cj + 1
cs2 V(V = e� j � e� y ; Supp(� s1 ) � Supp(� j ))

= � cs1 cs2

 
cj

aj
+

V(cj = aj � 1)
aj

!

= � cs1 cs2

�

Noter que nous avons d�etermin�e compl�etement ~
 a
c

�
�
�
u=1

. Le dernier th�eor�eme nous en

donne une expressiond'une simplicit �e surprenante dans le cas o�u il y a une op�eration

�el�ementaire menant de Oc �a Oa et par la proposition 4.1.3,noussavonsque ~
 a
c

�
�
�
u=1

= 0

si une telle op�eration �el�ementaire n'existe pas. Cesr�esultats nous permettront dans les

sectionssuivantes d'analyser la g�eom�etrie desvari�et�es de carquois.

4.2 Lissit �e rationnelle

Consid�erons maintenant la situation suivante: Soient c; c0 2 N � et Oc0; Oc les orbites

correspondantes telles que c0 � c (i.e. Oc0 � Oc). Par la d�e�nition 1.3.3, Oc est

rationnellement lisseen Oc0 si et seulement si � c
c000= vd(c000)� d(c) pour tout c0 � c000� c.

Ici d(c) = dim Oc .
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Cespolynômes� c
c000 satisfont les relations

� c
c000=

X

c00:c000� c00� c

! c00

c000 � c
c00:

Donc si Oc est rationnellement lisseen Oc0 alors

� c
c000=

X

c00:c000� c00� c

! c00

c000 v� d(c00)+ d(c) :

Ainsi

Oc est rationnellement lisseen Oc0

,
X

c00:c000� c00� c

! c00

c000 v� d(c00)+ d(c) = vd(c000)� d(c) pour tout c0 � c000� c

,
X

c00:c000� c00� c


 c00

c000 vd(c000)� d(c00) v� d(c00)+ d(c) = vd(c000)� d(c) pour tout c0 � c000� c

,
X

c00:c000� c00� c


 c00

c000 ud(c)� d(c00) = 1 pour tout c0 � c000� c

Ainsi, nous obtenonsune condition n�ecessaireet su�san te pour qu'une vari�et�e de car-

quois Oc soit rationnellement lisseen Oc0 :

Prop osition 4.2.1 Soit Oc une vari�et�e de carquois de type A; D ou E. Alors Oc est

rationnellement lisse en Oc0, c0 � c si et seulementsi

X

c00:c000� c00� c


 c00

c000 ud(c)� d(c00) = 1 pour tout c0 � c000� c

�

Consid�eronsmaintenant le casc000= c0. En d�erivant la derni�ere�equation nousobtenons

X

c00:c0� c00� c

��
d

du

 c00

c0

�

ud(c)� d(c00) + 
 c00

c0

�
d
du

ud(c)� d(c00)
� �

= 0

et en �evaluant en u = 1

X

c00:c0� c00� c

�
d
du


 c00

c0

�
�
�
�
u=1

+ 
 c00

c0

�
�
�
u=1

(d(c) � d(c00))
�

= 0:

Or, 
 c0

c0 = 1 et de plus, nous savons par la proposition 4.1.2 que 
 c00

c0

�
�
�
u=1

= 0 si c0 6= c00

et la derni�ere �equation devient
0

@
X

c00:c0� c00� c

d
du


 c00

c0

�
�
�
�
u=1

1

A + d(c) � d(c0) = 0: (4.2)
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Rappelons que ~
 c00

c0
d�ef
= 
 c00

c0
1

u� 1 est un polynôme en u si c0 6= c00. Pour c0 6= c00, nous

avons

d
du


 c00

c0

�
�
�
�
u=1

=
d
du

�
(u � 1) ~
 c00

c0

� �
�
�
�
u=1

= ~
 c00

c0

�
�
�
u=1

+
�

(u � 1)
d
du

~
 c00

c0

� �
�
�
�
u=1

= ~
 c00

c0

�
�
�
u=1

et alors, l' �equation (4.2) devient

X

c00:c0� c00� c

~
 c00

c0

�
�
�
u=1

= d(c0) � d(c): (4.3)

Nous obtenons ainsi une condition n�ecessairepour qu'une vari�et�e de carquois O c soit

rationnellement lisseen Oc0:

Prop osition 4.2.2 Soit Oc une vari�et�e de carquois de type A; D ou E. Si Oc est

rationnellement lisse en Oc0, c0 � c alors

X

c00:c0� c00� c

~
 c00

c0

�
�
�
u=1

= d(c0) � d(c)

�

Utilisons maintenant les r�esultats obtenus dans la section pr�ec�edente pour le casA n .

Th �eor �eme 4.2.3 Soit Oc une vari�et�e de carquois de type A. Si Oc est rationnellement

lisse en Oc0, c0 � c alors

X

�

e(� ; c0) = dim(Ed ) � d(c) = codimEd (Oc)

o�u la sommeest sur tous les � 2 Sop(c0) tels que c0+ op � � c.

Preuve. En appliquant la proposition 4.1.3 et le th�eor�eme 4.1.6 �a l' �equation de la

proposition 4.2.2, nous obtenons

�
X

� 2S op (c0)

e(� ; c0) +
X

� 2S op ( c0)

c0+ op � � c

e(� ; c0) = d(c0) � d(c) (4.4)
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et il ne reste qu'�a montrer que

X

� 2S op (c0)

e(� ; c0) = dim(Ed ) � d(c0):

Mais ceci n'est que le lemme (3.2.1)

dim(Ed ) � d(c0) =
�
e(c0); e(c0)

� 1 =
�X

s;t=1

c0
sc0

t [e� t ; e� s ]1 =
X

� 2S op (c0)

e(� ; c0)

�

Pour comprendrela sommedans le th�eor�emepr�ec�edent, il faut d�eterminer quand est-ce

que nous avons c0+ op � � c. Il y a d'une part le th�eor�eme1.2.4 qui donne descrit �eres

�equivalents et nous nous en servirons dans la section suivante. D'autre part, il y a le

lemmesuivant qui donneun crit �ere su�san t dont nousnous servironstout de suite. Le

lemme est vrai dans les cas A; D ; E (noter que dans les cas D et E, R(h; k) ne forme

pas un rectangle dans le carquois d'Auslander-Reiten).

Lemme 4.2.4 Soit Q = (Q0; Q1) un carquois de type A; D ou E et soit c 2 N � de

i-homog�en�eit�e d. Soit h ! k 2 Q1 une 
 �echequelconqueet c0 2 N � d�e�ni par

c0
t =

8
>>>><

>>>>:

0 si t 2 R(h; k)

ct + cR(h;k ) si � t 2 f � h ; � kg

ct autrement :

Autrement dit, si Oc est l'orbite Gd � f , f 2 Ed , alors Oc0 = Gd � f 0 avec

f 0
ij =

8
><

>:

f ij si f i; j g 6= f h; kg

0 si f i; j g = f h; kg:

Alors

c0 � c:

Preuve. Pour t 2 F n f 0g, soit gt 2 Gd d�e�ni par

gt
i =

8
><

>:

t IdF di si i est dans la composante de k dans 
 n f h ! kg

IdF di sinon.
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Or soit f 2 Oc . Il su�t de montrer que f 0 2 Oc o�u f 0
ij =

8
><

>:

0 si f i; j g = f h; kg

f ij sinon.
Alors

(gt � f ) ij = gt
j � f ij � (gt

i )
� 1

=

8
><

>:

t f hk si f i; j g = f h; kg

f ij sinon

car si f i; j g 6= f h; kg alors i et j sont dans la mêmecomposante de 
 n f h ! kg. Mais

gt � f 2 Oc pour tout t 2 F n f 0g et quand t tend vers 0, alors gt � f tend vers f 0, d'o�u

f 0 2 Oc. �

Maintenant, nous consid�erons le cassp�ecial c0 = c0 avec

c0
t =

8
><

>:

0 si � t n0est pas une racine simple

di si � t = � i :

Noter que Oc0 consisteseulement en l' �el�ement neutre de Ed et alors c0 � c pour tout

c de i-homog�en�eit�e d et dim(Oc0 ) = 0. Pour chaque 
 �eche i ! j 2 
 1, notons par � ij

l'op�eration �el�ementaire 0 ! e� j ! e� i + � j ! e� i ! 0 et soit cij d�ef
= c0 + op � ij : Noter

bien que cij 2 N � si et seulement si di et dj sont non-nuls et que dans ce cas

Ocij = f f 2 Ed j r k(f ij ) = 1 et f hk = 0 si f i; j g 6= f h; kgg

Alors Sop(c0) = f � ij j i ! j 2 
 1 et di dj 6= 0g. Ainsi

X

� 2S op ( c0)

c0+ op � � c

e(� ; c0) =
X

i ! j
c ij � c

di dj : (4.5)

Nous utiliserons la notation suivante: cA
d�ef
=

P
t2 A ct .

Lemme 4.2.5 Pour chaquearête i j 2 Q1 telle que di ; dj 6= 0, nous avons

cij � c , cR(i;j ) � 1:
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Preuve. Supposonssansperte de g�en�eralit�e que i ! j . Soit c ij � c. Par la proposition

1.4.1, nous avons

cR(i;j ) =

8
><

>:

di � [e� R  [i ] ; e(c)] si i < j

di � [e� R ! [i ] ; e(c)] si i > j
;

tandis que [e� R  [i ] ; e(cij )] = di � 1 si i < j et [e� R ! [i ] ; e(cij )] = di � 1 si i > j .

Mais commecij � c, le th�eor�eme1.2.4 implique que [e� R  [i ] ; e(cij )] � [e� R  [i ] ; e(c)] et

[e� R ! [i ] ; e(cij )] � [e� R ! [i ] ; e(c)], d'o�u cR(i;j ) � 1.

Pour montrer l'autre implication, supposonscR(i;j ) � 1. Soit c0 2 N � donn�e par

c0
t =

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

dh si � t = � h ; h 6= i; j

dh � cR(i;j ) si � t = � h ; h = i; j

cR(i;j ) si � t = � i + � j

0 autrement :

En appliquant le lemme 4.2.4 successivement �a chaque 
 �eche (h ! k) 6= (i ! j ), nous

voyons que c0 � c. Mais cij � c0 parce que cij + (cR(i;j ) � 1)op � ij = c0. Donc cij � c0.

�

Maintenant, nous pouvons d�emontrer notre r�esultat principal:

Th �eor �eme 4.2.6 Une vari�et�e de carquois de type A n est lisse si et seulementsi elle

est rationnellement lisse.

Preuve. Une vari�et�e est rationnellement lissesi elle est lisse(c'est une cons�equencedu

fait que la cohomologied'in tersection d'une vari�et�e lisseest la cohomologiesinguli�ere).

Il faut alors montrer l'autre implication. Une vari�et�e de carquois de type A n est par

d�e�nition l'adh�erenceOc d'une orbite Oc de l'action du groupe Gd =
Q n

i =1 GL di (F )

sur l'espacevectoriel Ed = � i ! j 2Q 1Hom F (F di ; F dj ). Ici d est l' i -homog�en�eit�e de c.

Supposonsque Oc est rationnellement lisse. Alors le th�eor�eme 4.2.3 en combinaison
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avec le lemme pr�ec�edent et (4.5) donne

dim(Ed ) � d(c) =
X

i ! j
cR ( i;j ) =0

di dj : (4.6)

Soient F = f i ! j 2 Q1 j cR(i;j ) = 0g et Q1; Q2; : : : ; QjF j+1 les composantes connexes

de Q n F . Soit f 2 Ed tel que

Oc = Gd � f = f gk f hk g� 1
h j h ! k 2 Q1; (g1; : : : ; gn ) 2 Gd g:

Alors f hk = 0 pour tout h ! k 2 F (parce que si f hk 6= 0 alors cR(h;k ) 6= 0) et Oc est

un produit direct

Oc =

0

@
jF j+1M

l=1

f gk f hk g� 1
h j h ! k 2 Q1

l ; gi 2 GL di (F ) 8i 2 Q0
l g

1

A
M

0

@
M

h! k2F

0

1

A :

Soit Ed;l =
L

h! k2Q 1
l

Hom F (F dh ; F dk ), (l = 1; 2; : : : ; j F j +1). Alors

Ed =

0

@
jF j+1M

l=1

Ed;l

1

A
M

0

@
M

h! k2F

Hom F (F dh ; F dk )

1

A

et Oc et Oc sont dans
� L jF j+1

l=1 Ed;l

� L
0. Or

dim Ed � dim(
jF j+1M

l=1

Ed;l ) = dim(
M

h! k2F

Hom F (F dh ; F dk ))

=
X

h! k2F

dhdk
(4:6)
= dim(Ed ) � d(c):

Donc Oc =
L jF j+1

l=1 Ed;l et ainsi Oc est lisse. �

Corollaire 4.2.7 Soit d = (d1; : : : ; dn ). Parmi les vari�et�es de carquois Oc telles quec

est de i-homog�en�eit�e d, les vari�et�es lissessont les 2n� 1 vari�et�es suivantes:

f (f ij ) 2 Ed j f ij = 0 8i ! j 2 F g

o�u F parcourt tous les sous-ensemblesde l'ensembledes 
 �echesdans Q.

�
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4.3 Lissit �e rationnelle pro jectiv e

Dans cette section, nous donnons la liste compl�ete des vari�et�es de carquois de type A

dont la projectivisation est rationnellement lisse. Soient Q = (Q0; Q1) un carquois de

type An et i adapt�e �a Q. Soient c 2 N � de i-homog�en�eit�e d et c0 � c l'unique � -

vecteur tel que dim(Oc0 ) = 0 (Oc0 \est" l' �el�ement neutre de Ed ). Pour chaque 
 �eche

i ! j 2 Q1, soit cij = c0 + op � ij , o�u � ij : 0 ! e� j ! e� i + � j ! e� i ! 0. On

dit que la vari�et�e de carquois Oc est projectivement rationnellement lisse si Oc est

rationnellement lisseen Oc0 pour tout c0 � c; c0 6= c0: Par d�e�nition, ceciest �equivalent

�a ce que � c
c0 = vd(c0)� d(c) pour tout c0 � c; c0 6= c0: Alors la projectivisation de Oc est

rationnellement lissesi et seulement si Oc est projectivement rationnellement lisse.

Le th�eor�eme 4.2.3 nous dit que si Oc est projectivement rationnellement lissealors

X

� 2S op ( c ij )

c ij + op � � c

e(� ; cij ) = dim(Ed ) � d(c)

pour tout i ! j 2 Q1. A�n de pouvoir calculer le membre de gauche, il nous faut

d'abord les lemmessuivants qui nous donnent descrit �erespour que c ij + op � � c.

Lemme 4.3.1

cij + op � ij � c , cR(i;j ) � 2

Preuve. Supposonsd'abord que cR(i;j ) � 2. Soit f 2 Oc et d�e�nissons f 0 par

f 0
hk =

8
><

>:

f ij si (h ! k) = (i ! j )

0 sinon:

Soit c0 2 N � de la même i-homog�en�eit�e que c tel que f 0 2 Oc0. Alors cij + op � ij +

(cR(i;j ) � 2) op � ij = c0, d'o�u cij + op � ij � c0 par le th�eor�eme1.2.4. Mais par le lemme

4.2.4, nous avons c0 � c d'o�u cij + op � ij � c.

Soit maintenant cij + op � ij � c et supposonssans perte de g�en�eralit�e que i < j .

Alors par la proposition 1.4.1.6, nous avons [e� R  [i ] ; e(c)] = di � cR(ij ) tandis que
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h
e� R  [i ] ; e(cij + op � ij )

i
= di � 2. Mais comme cij + op � ij � c, le th�eor�eme 1.2.4

implique
h
e� R  [i ] ; e(cij + op � ij )

i
� [e� R  [i ] ; e(c)]

d'o�u cR(i;j ) � 2. �

Lemme 4.3.2 Soient i ! j; h ! k 2 Q1 tels quef i; j g\ f h; kg = ; , cij � c et chk � c.

Alors

cij + op � hk � c:

Preuve. Soit f 2 Oc et d�e�nissons f 0 par

f 0
xy =

8
><

>:

f xy si x ! y 2 f i ! j; h ! kg

0 sinon:

Soit c0 2 N � de la même i-homog�en�eit�e que c tel que f 0 2 Oc0. Alors cij + op � hk +

(cR(i;j ) � 1) op � ij + (cR(h;k ) � 1) op � hk = c0 et ainsi cij + op � hk � c0 et par le lemme

4.2.4 nous avons c0 � c. �

Notons Q0
SP le sous-ensemble des sourceset puits de Q0, i.e. Q0

SP = f i 2 Q0 j

i est une sourceou i est un puits dans Qg. Pour t 2 f 1; 2; : : : ; � g, on dit que x 2

Supp(� t ) est une source (respectivement un puits) dans Supp(� t ) s'il n'y a pas de


 �eche x  y (respectivement x ! y) avec y 2 Supp(� t ). Posons SuppS(� t ) =

f sourcesdans Supp(� t )g et SuppP (� t ) = f puits dans Supp(� t )g.

Lemme 4.3.3 Soient s; t 2 f 1; 2; : : : ; � g et x 2 Q0. Si [e� s ; e� t ] = 1 alors

Supp(� s) \ SuppP (� t ) 6= ; et SuppS(� s) \ Supp(� t ) 6= ; :

En particulier, si [e� x ; e� t ] = 1 alors x 2 SuppP (� t ) et si [e� t ; e� x ] = 1 alors x 2

SuppS(� t ).
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Preuve. Notons e� s par (Vi ; f ij ), e� t par (V 0
i ; f 0

ij ) et soit g 2 Hom (e� s ; e� t ) n f 0g. Soit

x 2 Q0 tel que gx 6= 0, donc x 2 Supp(� s) \ Supp(� t ). Alors si x =2 SuppP (� t ), il existe

une 
 �eche x ! y 2 Q1 avec y 2 Supp(� t ) et gy � f xy = f 0
xy � gx 6= 0. Par cons�equent

y 2 Supp(� s). Alors si y =2 SuppP (� t ), nous r�ep�etons le mêmeargument jusqu'�a ce que

nous trouvons un z 2 Supp(� s) \ SuppP (� t ). La preuve de SuppS(� s) \ Supp(� t ) 6= ;

est similaire. �

Lemme 4.3.4 Soit t 2 f 1; 2; : : : ; � g. Alors

[e� t ; e(c0)] =
P

x2 SuppS (� t ) dx

[e(c0); e� t ] =
P

x2 SuppP (� t ) dx

[e� t ; e(cij )] =
P

x2 SuppS (� t ) dx + [e� t ; e(op � ij )]

[e(cij ); e� t ] =
P

x2 SuppP (� t ) dx + [e(op � ij ); e� t ]

Preuve. Nous avons c0
s = 0 si � s n'est pas une racine simple et c0

s = dx si � s = � x .

Ainsi
[e� t ; e(c0)] =

P
x2Q 0 [e� t ; e� x ] dx =

P
x2 SuppS (� t ) dx

et [e(c0); e� t ] =
P

x2Q 0 [e� x ; e� t ] dx =
P

x2 SuppP (� t ) dx

par le lemme pr�ec�edent.

Les�equationspour e(cij ) sont descons�equencesdes�equationspour e(c0) et du fait que

cij = c0 + op � ij . �

Pour s; t 2 f 1; 2; : : : ; � g, nous d�e�nissons � t (s) = jSuppP (� t ) \ Supp(� s)j, � 0
t (s) =

jSuppS(� t ) \ Supp(� s)j et

f� t (s) =

8
><

>:

� t (s) � 1 si [e� s ; e� t ] = 1

� t (s) si [e� s ; e� t ] = 0

f� 0
t (s) =

8
><

>:

� 0
t (s) � 1 si [e� t ; e� s ] = 1

� 0
t (s) si [e� t ; e� s ] = 0:

Noter que f� t (s) � 0 et f� 0
t (s) � 0 par le lemme 4.3.3. Nous avons le lemme suivant.
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Lemme 4.3.5 Soit t 2 f 1; 2; : : : ; � g et c 2 N � de i-homog�en�eit�e d. Alors

[e� t ; e(c)] =
X

x2 SuppS (� t )

dx �
�X

s=1

f� 0
t (s)cs

et

[e(c); e� t ] =
X

x2 SuppP (� t )

dx �
�X

s=1

f� t (s)cs

Preuve. Nous ne prouvons que la deuxi�eme �egalit�e car la premi�ere se d�emontre de

fa�con analogue. Nous voulons calculer [e(c); e� t ] =
P �

s=1 cs[e� s ; e� t ]. L'ensemble des

s 2 f 1; 2; : : : ; � g pour lesquels[e� s ; e� t ] 6= 0 est inclus dans la r�eunion [ x2 SuppP (� t ) f s j

x 2 Supp(� s)g et la fonction � t (s) compte le nombre d'�el�ements x dans SuppP (� t ) \

Supp(� s). Ainsi

�X

s=1

cs[e� s ; e� t ]

=

0

@
X

x2 SuppP (� t )

X

s:x2 Supp(� s )

cs[e� s ; e� t ]

1

A �
�X

s=1

(� t (s) � 1)cs[e� s ; e� t ]: (4.7)

Or
P

s:x2 Supp(� s ) cs = dx , donc

X

s:x2 Supp(� s )

cs[e� s ; e� t ] = dx �
X

s:x2 Supp(� s )

cs(1 � [e� s ; e� t ]):

De plus,

X

x2 SuppP (� t )

X

s:x2 Supp(� s )

cs(1 � [e� s ; e� t ]) =
�X

s=1

� t (s)cs(1 � [e� s ; e� t ])

et alors (4.7) devient
0

@
X

x2 SuppP (� t )

dx �
�X

s=1

� t (s)cs(1 � [e� s ; e� t ])

1

A �
�X

s=1

(� t (s) � 1)cs[e� s ; e� t ]

=
X

x2 SuppP (� t )

dx �
�X

s=1

f� t (s)cs

�
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Lemme 4.3.6 Soit j 2 f 2; : : : ; n � 1g; i = j � 1; k = j + 1. Supposonsque c ij � c et

cj k � c. Notons � 0 l'op�eration �el�ementaire

0 ! e� k ! e� i + � j + � k ! e� i + � j ! 0

(respectivement 0 ! e� i + � j ! e� i + � j + � k ! e� k ! 0 d�ependant de l'orientation des


 �echesi j k). Alors

1. Si j =2 Q0
SP alors cij + op � j k � c et

cij + op � 0
� c , cR(i;j;k ) � 1

2. Si j 2 Q0
SP alors cij + op � 0

� c et

cij + op � j k � c , c� j � dj � 2

Preuve. Supposonssansperte de g�en�eralit�e que i ! j . Montrons d'abord 1. Comme

j =2 Q0
SP , nous avons i ! j ! k dans Q. Notons par (w; j ) la position �( P(j ))

du j -i�eme module ind�ecomposableprojectif P(j ) dans le carquois d'Auslander-Reiten.

Alors �( � j ) = (w; n) et nous pouvons pr�eciser les positions des racines � i ; � k ; � i +

� j ; � j + � k et � i + � j + � k commedans le tableau suivant (il y a quatre caspossibles):

cas �( � i ) �( � k ) �( � i + � j ) �( � j + � k ) �( � i + � j + � k )

I (w+1, n) (w-1, n) (w+1, n-1) (w, n-1) (w+1, n-2)

I I (w+1, n) (w-1, j+1) (w+1, n-1) (w, j) (w+1, j-1)

I I I (w+j-1, n-j+2) (w-1, n) (w+j-1, n-j+1) (w, n-1) (w+j-1, n-j)

IV (w+j-1, n-j+2) (w-1, j+1) (w+j-1, n-j+1) (w, j) (w+j-1, 1)

Le carquois d'Auslander-Reiten est illustr �e dans la �gure 4.1. Nous montrons d'abord

que cij + op � j k � c. Noter que cij + op � j k = cj k + op � ij . Rappelonsque

� ij : 0 ! e� j ! e� i + � j ! e� i ! 0

� j k : 0 ! e� k ! e� j + � k ! e� j ! 0
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Figure 4.1 Deux sch�emasdu carquois d'Auslander-Reiten dans le cas i ! j ! k.

et que par le th�eor�eme1.2.4, nous avons

cj k + op � ij � c , [e� t ; e(cj k )] + [e� t ; e(op � ij )] � [e� t ; e(c)] 8t 2 f 1; 2; : : : ; � g:

De plus, [e� t ; e(cj k )] � [e� t ; e(c)] (car cj k � c) et

[e� t ; e(op � ij )] = � [e� t ; e� j ] + [e� t ; e� i + � j ] � [e� t ; e� i ]

=

8
><

>:

� 1 si [e� t ; e� i ] = 1 et [e� t ; e� i + � j ] = 0

0 sinon

parce que la suite Hom-Ext (e� t ; � ij ) est exacte.

Ainsi cj k + op � ij � c si et seulement si

8t tel que [e� t ; e� i ] = 1 et [e� t ; e� i + � j ] = 0; nous avons [e� t ; e(cj k )] > [e� t ; e(c)]:

Fixons un tel t. Alors d'une part, i 2 SuppS(� t ) par le lemme 4.3.3et d'autre part, par

la proposition 1.4.1, nous avons

�( � t ) = (w + 1; n) dans les casI et I I

�( � t ) 2 f (w + a; n � a + 1) j 1 � a � j � 1g dans les casI I I et IV :

9
>=

>;
(4.8)
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Ainsi, par la proposition 1.4.1,nousavons [e� t ; e(op � j k )] = � [e� t ; e� k ]+ [e� t ; e� j + � k ] �

[e� t ; e� j ] = 0 et alors par le lemme 4.3.4

[e� t ; e(cj k )] =
X

x2 SuppS (� t )

dx :

Pour montrer quecj k + op � ij � c, il su�t doncdevoir que[e� t ; e(c)] <
P

x2 SuppS (� t ) dx .

Le lemme 4.3.5 implique que

[e� t ; e(c)] =
X

x2 SuppS (� t )

dx �
�X

s=1

f� 0
t (s) cs:

Par (4.8), � t = � i danslescasI et I I. Commei estunesourcedeQ danslescasI I I et IV,

ceci implique que i 2 SuppS(� t ) dans tous les casI{IV. Par (4.8) et par la proposition

1.4.1, nous avons [e� t ; e� s ] = 0 pour tout s 2 R(i; j ). Mais commecij � c, il existe un

s 2 R(i; j ) tel que cs 6= 0 et comme i 2 Supp(� s) \ SuppS(� t ), nous avons f� 0
t (s) � 1.

Ainsi
P �

s� 1
f� 0

t (s) cs � 1 et [e� t ; e(c)] <
P

x2 SuppS (� t ) dx , ce qu'il fallait d�emontrer.

Nous montrons maintenant la deuxi�emepartie de 1, �a savoir

cij + op � 0
� c , cR(i;j;k ) � 1:

Rappelonsque � 0 : 0 ! e� k ! e� i + � j + � k ! e� i + � j ! 0. Noter que t 2 R(i; j; k) si et

seulement si la position de � t dans le carquoisd'Auslander-Reiten est dans le rectangle

dont les coins sont (w + 1; j � 1); (w + 1; n � 2); (w + j � 1; 1); (w + j � 1; n � j ), plus

pr�ecis�ement

t 2 R(i; j; k) , � (� t ) 2 f (w + a;b� a) j 1 � a � j � 1; j � b � n � 1g:

Supposonsd'abord quecij + op � 0
� c. Soit t tel que �( � t ) = (w+ 1; n � 1). Alors par la

proposition 1.4.1, [e� t ; e(c)] = di � cR(i;j;k ) et [e� t ; e(cij + op � 0
)] = di �

P
t2 R(i;j;k ) (c

ij
t +

op� 0

t ). Mais pour t 2 R(i; j; k), nous avons cij
t = 0, op� 0

t = 1 si � t = � i + � j + � k

et op� 0

t = 0 sinon. Donc [e� t ; e(cij + op � 0
)] = di � 1. Mais par le th�eor�eme 1.2.4,

cij + op � 0
� c implique que [e� t ; e(c)] � [e� t ; e(cij + op � 0

)], d'o�u cR(i;j;k ) � 1.

Pour montrer l'autre implication, supposons maintenant que cR(i;j;k ) � 1. Par le

th�eor�eme1.2.4, nous avons

cij + op � 0
� c , [e(cij ); e� t ] + [e(op � 0

); e� t ] � [e(c); e� t ] 8t 2 f 1; 2; : : : ; � g:
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De plus, [e(cij ); e� t ] � [e(c); e� t ] (car cij � c) et

[e(op � 0
); e� t ] = � [e� k ; e� t ] + [e� i + � j + � k ; e� t ] � [e� i + � j ; e� t ]

=

8
><

>:

� 1 si [e� k ; e� t ] = 1 et [e� i + � j + � k ; e� t ] = 0

0 sinon

parce que la suite Hom-Ext (� 0; e� t ) est exacte.

Ainsi cij + op � 0
� c si et seulement si

8t tel que [e� k ; e� t ] = 1 et [e� i + � j + � k ; e� t ] = 0; nous avons [e(cij ); e� t ] > [e(c); e� t ]:

Fixons un tel t. Alors d'une part, k 2 SuppP (� t ) par le lemme 4.3.3 et d'autre part,

par la proposition 1.4.1, nous avons

�( � t ) 2

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

f (w � 1; n); (w; n � 1)g casI

f (w � 1; b); (w; b� 1) j j + 1 � b � ng casI I

f (w � 1 + a; n � a) j 0 � a � j � 1g casI I I

f (w � 1 + a; b� a) j 0 � a � j � 1; j + 1 � b � ng casIV :

9
>>>>>>>=

>>>>>>>;

(4.9)

Ainsi, par la proposition 1.4.1, nousavons [e(op � ij ); e� t ] = � [e� j ; e� t ] + [e� i + � j ; e� t ] �

[e� i ; e� t ] = 0 et alors par le lemme 4.3.4

[e(cij ); e� t ] =
X

x2 SuppP (� t )

dx :

Alors a�n de montrer que cij + op � 0
� c, il su�t de voir que

[e(c); e� t ] <
X

x2 SuppP (� t )

dx :

Le lemme 4.3.5 implique que

[e(c); e� t ] =
X

x2 SuppP (� t )

dx �
�X

s=1

f� t (s) cs: (4.10)

Par (4.9), � t 2 f � k ; � j + � kg dans le casI. De plus, k est un puits de Q dans les casI I

et IV. Dans le cas I I I, la position de � t dans le carquois d'Auslander-Reiten est sur la

diagonaleentre � k et � i + � j + � k , par (4.9). Dans cecas,lesracinessur cette diagonale
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sont pr�ecis�ement lesracinespositives� tellesquek 2 Supp(� ) et (k+ 1) =2 Supp(� ). (En

e�et, ceci est une cons�equencefacile de la proposition 1.4.1 et du fait que cesracines

sont caract�eris�eespar [P(k); e� ] = 1 et [P(k + 1); e� ] = 0.) Ainsi dans tous les cas

I{IV, nous avons k 2 SuppP (� t ). Soit s0 2 R(i; j; k) tel que cs0 � 1. Un tel s0 existe

puisque cR(i;j;k ) � 1. Dans les cas I et I I, nous avons par (4.9) et par la proposition

1.4.1, [e� s0 ; e� t ] = 0. Mais comme s0 2 R(i; j; k) implique que k 2 Supp(� s0 ), nous

avons f� t (s0) � 1, d'o�u

[e(c); e� t ]
(4:10)

�
X

x2 SuppP (� t )

dx � f� t (s0) cs0

<
X

x2 SuppP (� t )

dx ;

ce qu'il fallait d�emontrer.

Consid�erons maintenant les cas I I I et IV. Si [e� s0 ; e� t ] = 0 alors le même argument

que dans les cas I et I I montre que [e(c); e� t ] <
P

x2 SuppP (� t ) dx . Sinon [e� s0 ; e� t ] = 1.

Commes0 2 R(i; j; k) alors la proposition 1.4.1en combinaison avec (4.9) implique que

t 2 R(i; j; k), donc en particulier i 2 Supp(� t ). Noter que i > 1 (car si i = 1 alors

le cas I I I est le cas I et le cas IV est le cas I I) et que i est une sourcedans Q. Ainsi

(i � 1)  i 2 Q1 et il existe x1 < i tel qu'il y a un chemin dans Q de i jusqu'�a x1 et

x1 2 SuppP (� t ).

Nous allons montrer que x1 2 Supp(� s0 ) (i.e. [P(x1); e� s0 ] = 1). Noter que �( � P [x1 ]) =

(w + 1; x1), o�u P[x1] 2 f 1; 2; : : : ; � g est tel que e� P [x 1 ] = P(x1). Disons que �( � s0 ) =

(w0; a0) et que �( � t ) = (w1; a1). Alors commes0 2 R(i; j; k), nous avons

w + 1 � w0 � w + j � 1 et w + j � w0 + a0 � w + n � 1:

D'autre part, [P(x1); e� t ] = 1 implique que w + 1 � w1 � w + x1, et [e� s0 ; e� t ] = 1

implique que w0 � w1. Ainsi

w + 1 � w0 � w1 � w + x1 et w + x1 + 1 � w + j � w0 + a0 � w + n � 1 < w + n + 1

et par la proposition 1.4.1, ceci implique que [P(x1); e� s0 ] = 1. Alors k et x1 sont des
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�el�ements de Supp(� s0 ) \ SuppP (� t ) et ainsi f� t (s0) � 1. Par cons�equent,

[e(c); e� t ]
(4:10)

�
X

x2 SuppP (� t )

dx � f� t (s0) cs0

<
X

x2 SuppP (� t )

dx :

Ceci termine la preuve de 1.

Maintenant, nous montrons 2.

Commej 2 Q0
SP , nousavons i ! j  k, donc e� j = P(j ). Notons par (w; j ) la position

�( � j ) de � j dans le carquois d'Auslander-Reiten. Nous pouvons pr�eciserles positions

desracines� i ; � k ; � i + � j ; � j + � k et � i + � j + � k commedans le tableau suivant (il

y a quatre caspossibles):

cas �( � i ) �( � k ) �( � i + � j ) �( � j + � k ) �( � i + � j + � k )

I (w+1, n) (w+j, 1) (w+1, j-1) (w, j+1) (w+1, j)

I I (w+1, n) (w+j, n-j) (w+1, j-1) (w, n) (w+1, n-1)

I I I (w+j-1, n-j+2) (w+j, 1) (w+j-1, 1) (w, j+1) (w+j-1, 2)

IV (w+j-1, n-j+2) (w+j, n-j) (w+j-1, 1) (w, n) (w+j-1, n-j+1)

Le carquois d'Auslander-Reiten est illustr �e dans la �gure 4.2. Nous montrons d'abord

que cij + op � 0
� c. Rappelonsque � 0 : 0 ! e� i + � j ! e� i + � j + � k ! e� k ! 0 2 Sop:

Par le th�eor�eme1.2.4, nous avons

cij + op � 0
� c , 8t 2 f 1; 2; : : : ; � g; [e� t ; e(cij )] + [e� t ; e(op � 0

)] � [e� t ; e(c)]:

De plus [e� t ; e(cij )] � [e� t ; e(c)] (car cij � c) et

[e� t ; e(op � 0
)] = � [e� t ; e� i + � j ] + [e� t ; e� i + � j + � k ] � [e� t ; e� k ]

=

8
><

>:

� 1 si [e� t ; e� k ] = 1 et [e� t ; e� i + � j + � k ] = 0

0 sinon

parce que la suite Hom-Ext (e� t ; � 0) est exacte.

Ainsi cij + op � 0
� c si et seulement si

8t tel que [e� t ; e� k ] = 1 et [e� t ; e� i + � j + � k ] = 0; nous avons [e� t ; e(cij )] > [e� t ; e(c)]:
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Figure 4.2 Deux sch�emasdu carquois d'Auslander-Reiten dans le cas i ! j  k.

Fixons un tel t. Alors d'une part, k 2 SuppS(� t ) par le lemme 4.3.3 et d'autre part,

par la proposition 1.4.1, nous avons

�( � t ) 2

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

f (w + a; j + 1 � a) j 2 � a � j g dans le casI

f (w + a; b� a) j 2 � a � j; j + 1 � b � ng dans le casI I

f (w + j; 1)g dans le casI I I

f (w + j; b) j 1 � b � n � j g dans le casIV :

9
>>>>>>>=

>>>>>>>;

(4.11)

Maintenant nousappliquons la proposition 1.4.1et nousobtenonsdanschaquecasI{IV

que [e� t ; e(op � ij )] = � [e� t ; e� j ] + [e� t ; e� i + � j ] � [e� t ; e� i ] = 0 et alors par le lemme

4.3.4,

[e� t ; e(cij )] =
X

x2 SuppS (� t )

dx :

Pour montrer quecij + op � 0
� c, il su�t donc de voir que [e� t ; e(c)] <

P
x2 SuppS (� t ) dx .

Mais [e� t ; e(op � j k )] = � [e� t ; e� j ] + [e� t ; e� j + � k ] � [e� t ; e� k ] = � 1 (par (4.11)) et alors

le lemme 4.3.4 implique que [e� t ; e(cj k )] =
P

x2 SuppS (� t ) dx � 1. Comme cj k � c,

nous pouvons appliquer le th�eor�eme 1.2.4 et nous obtenons[e� t ; e(c)] � [e� t ; e(cj k )] <
P

x2 SuppS (� t ) dx , ce qu'il fallait d�emontrer.
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Nous montrons maintenant la deuxi�emepartie de 2, �a savoir

cij + op � j k � c , c� j � dj � 2:

Rappelons que � j k : 0 ! e� j ! e� j + � k ! e� k ! 0: Supposonsd'abord que cij +

op � j k � c, i.e. 9 t tel que

[e� j ; e� t ] = 1; [e� j + � k ; e� t ] = [e� k ; e� t ] = 0 et [e(c); e� t ] = [e(cij ); e� t ] (4.12)

(par le th�eor�eme 1.2.4, par le fait que cij � c et parce que [e(op � j k ); e� t ] = � 1 si et

seulement si [e� j ; e� t ] = 1 et [e� j + � k ; e� t ] = [e� k ; e� t ] = 0). Alors par la proposition

1.4.1, nous avons

�( � t ) 2

8
><

>:

f (w + a; j � a) j 0 � a � j � 1g dans les casI et I I I

f (w + a; b� a) j 0 � a � j � 1; j � b � n � 1g dans les casI I et IV.

9
>=

>;

Nous voulons montrer que c� j � dj � 1, i.e. c� j = dj � 1 car cij � c. Il y a deux cas�a

distinguer et chacun poss�edeplusieurs sous-cas.

1. k =2 Supp(� t ), donc

�( � t ) 2 f (w + a; j � a) j 0 � a � j � 1g (4.13)

1.1 � t = � j : Alors [e(c); e� t ] = c� j car j est un puits dans Q et [e(cij ); e� t ] =

dj � 1. Par (4.12), ceci implique que c� j = dj � 1.

1.2 � t = � i + � j : Alors [e(cij ); e� t ] =
P

x2 SuppP (� t ) dx par le lemme 4.3.4. Mais

par (4.13) et par la proposition 1.4.1,nousavons [e� s ; e� t ] = 0 pour tout s 2

R(j; k) et ainsi, le lemme 4.3.5 implique que [e(c); e� t ] �
P

x2 SuppP (� t ) dx �

cR(j;k ) . Mais [e(cij ); e� t ] = [e(c); e� t ] par (4.12), donc cR(j;k ) = 0, ce qui

contredit le fait que cj k � c.

1.3 Supp(� t ) = f a;a + 1; : : : ; i; j g; a < i . Alors si i n'est pas une sourcedans

Q ou si i = 1 (cas I et I I), nous avons �( � i + � j ) = (w + 1; j � 1) et alors

[e� i + � j ; e� t ] = 1 (par (4.13)) et ainsi [e(cij ); e� t ] =
P

x2 SuppP (� t ) dx (par le

lemme4.3.4), d'o�u cR(j;k ) = 0 commedans le cas1.2. Sinon, i est une source
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dans Q et il existe x1 < i tel qu'il y a un chemin dans Q de i jusqu'�a x1

et x1 2 SuppP (� t ) (cas I I I et IV). De plus, �( � i + � j ) = (w + j � 1; 1) et

comme� t 6= � i + � j , nous avons [e� i + � j ; e� t ] = 0 et [e(cij ); e� t ] = dj � 1 +
P

x 2 Supp P ( � t )
x 6= j

dx par le lemme 4.3.4. D'autre part,

[e(c); e� t ] �
X

s2 R(j )[ R(x1 )

cs[e� s ; e� t ] +
X

x 2 Supp P ( � t )
x 6= x 1 ;j

dx

= c� j +
X

s2 R(x1 )

cs[e� s ; e� t ] +
X

x 2 Supp P ( � t )
x 6= x 1 ;j

dx

car si [e� s ; e� t ] = 1, s 2 R(j ) et s =2 R(x1), alors � s = � j puisque k =2

Supp(� t ). Ainsi (4.12) implique quedj + dx1 � 1 � c� j +
P

s2 R(x1 ) cs[e� s ; e� t ],

d'o�u c� j = dj � 1. Ceci termine la preuve dans le premier cas.

2. k 2 Supp(� t ), donc �( � t ) 2 f (w + a; b � a) j 0 � a � j � 1; j + 1 � b � ng et

alors nous sommesdans le cas I I ou le cas IV. Ainsi k est une sourcedans Q et

k < n. Donc il existe x2 > k tel qu'il y a un chemin dans Q de k jusqu'�a x2 et tel

que x2 est un puits dans Supp(� t ).

2.1 i =2 Supp(� t ), donc �( � t ) 2 f (w; b) j j + 1 � b � ng. Dans ce cas

(
X

x2 SuppP (� t )

dx ) � 1 4:3:4= [e(cij ); e� t ]
(4:12)

= [e(c); e� t ]

4:3:5=
X

x2 SuppP (� t )

dx �
�X

s=1

f� t (s)cs

�
X

s2 R(j )

cs[e� s ; e� t ] +
X

s2 R(x2 )

cs[e� s ; e� t ]

�
X

s2 R(j;x 2)

cs[e� s ; e� t ] +
X

x 2 Supp P ( � t )
x 6= j;x 2

dx :

De plus, [e� s ; e� t ] = 0 pour tout s 2 R(i ) et alors
P

s2 R(j ) cs[e� s ; e� t ] �

dj � cR(i;j ) � dj � 1. Donc forc�ement

X

s2 R(j )

cs[e� s ; e� t ] = dj � 1;
X

s2 R(x2 )

cs[e� s ; e� t ] = dx2
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et
P

s2 R(j;x 2) cs[e� s ; e� t ] = 0. Mais

X

s2 R(j )

cs[e� s ; e� t ] �
X

s2 R(j;x 2)

cs[e� s ; e� t ] = c� j

car i =2 Supp(� t ), d'o�u c� j = dj � 1.

2.2 i 2 Supp(� t ).

2.2.1 i = 1 ou i n'est pasune sourcedansQ. Alors �( � i + � j ) = (w+ 1; j � 1),

donc nous avons [e� i + � j ; e� t ] = 1 et ainsi

X

x2 SuppP (� t )

dx
(4:3:4)

= [e(cij ); e� t ]
(4:12)

= [e(c); e� t ]

=
X

x2 SuppP (� t )

dx �
�X

s=1

f� t (s)cs

o�u la derni�ere�egalit�e est vraie par le lemme4.3.5. Donc f� t (s)cs = 0 pour

tout s. Mais pour s 2 R(j; k), nous avons j 2 Supp(� s) \ SuppP (� t ) et

si [e� s ; e� t ] = 1 alors j; x2 2 Supp(� s) \ SuppP (� t ), donc f� t (s) � 1 et

ainsi cR(j;k ) = 0. Ceci contredit le fait que cj k � c.

2.2.2 i est une sourcedans Q et i 6= 1. Donc (i � 1)  i ! j  k ! (k + 1)

est un sous-carquoisde Q (cas IV) et �( � i + � j ) = (w + j � 1; 1). Si

[e� i + � j ; e� t ] = 1 alors le même argument que dans le cas 2.2.1 m�ene �a

une contradiction. Sinon [e� i + � j ; e� t ] = 0 et il existe x1 < i tel qu'il y a

un chemin dans Q de i jusqu'�a x1 et tel que x1 2 SuppP (� t ). Alors

dx1 + dj � 1 + dx2 +
X

x2 SuppP (� t )nf x1 ;j;x 2g

dx

4:3:4= [e(cij ); e� t ]
(4:12)

= [e(c); e� t ]

= c� j +
X

s2 R(x1 )[ R(x2 )

cs [e� s ; e� t ] +
X

x2 SuppP (� t )nf x1 ;j;x 2g

dx

� c� j + dx1 + dx2 +
X

x2 SuppP (� t )nf x1 ;j;x 2g

dx ;

d'o�u c� j = dj � 1.
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Ainsi nous avons montr �e que cij + op � j k � c ) c� j = dj � 1: Maintenant, soit cij +

op � j k � c. Alors pour tout t 2 f 1; 2; : : : ; � g; [e(cij + op � j k ); e� t ] � [e(c); e� t ]. Pour

� t = � j , ceci implique dj � 2 � c� j parceque j est un puits dansQ et alors [e� s ; e� t ] = 1

si et seulement si � s = � j .

Donc cij + op � j k � c , c� j � dj � 2, ce qui termine la preuve du deuxi�emecaset du

lemme. �

Prop osition 4.3.7 Soit c 2 N � tel quecxy � c pour tout x ! y 2 Q1. Soit i ! j 2 Q1

et notons par h; h 6= j l'autr e sommetadjacent �a i dans Q si un tel sommetexiste (i.e.

si 1 < i < n) et notons par k; k 6= i l'autr e sommet adjacent �a j dans Q si un tel

sommet existe. Donc h i ! j k est un sous-carquois de Q. Alors

X

� 2S op ( c ij )

c ij + op � � c

e(� ; cij ) =

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

(di � 1)(dj � 1) V(cR(i;j ) = 1)

+ dh V(cR(h;i;j ) = 0 et h ! i )

+ dh(di � 1) V(c� i = di � 1 et h  i )

+ dk V(cR(i;j;k ) = 0 et j ! k)

+ dk (dj � 1) V(c� j = dj � 1 et j  k)

o�u V(A) = 1 si A est vrai et V(A) = 0 si A est faux.

Preuve. Soit � 2 Sop(cij ), � : 0 ! e� s1 ! V ! e� s2 ! 0. Alors cij
s1

� 1 et cij
s2

� 1 et

lesracinescorrespondantes � s1 ; � s2 sont soit simplestous lesdeux soit l'une d'entre elles

est �egales�a � i + � j et l'autre est simple. Supposonscij + op � � c, alors par le lemme

4.3.2nouspouvonsexclure le caso�u f � s1 ; � s2 g = f � x ; � yg avec f x; yg\ f i; j g = ; . Pour

les autres casnous avons

f � s1 ; � s2 g e(� ; cij ) condition �equivalente �a ce que cij + op � � c

f � i ; � j g (di � 1)(dj � 1) cR(i;j ) � 1

f � h ; � i g dh(di � 1) i 2 Q0
SP et c� i � di � 1

f � j ; � kg dk (dj � 1) j 2 Q0
SP et c� j � dj � 1

f � i + � j ; � hg dh i =2 Q0
SP et cR(h;i;j ) = 0

f � i + � j ; � kg dk j =2 Q0
SP et cR(i;j;k ) = 0
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o�u la derni�ere colonneest donn�eepar les lemmes4.3.1 et 4.3.6. Or commenous avons

suppos�e que cij � c il faut que cR(i;j ) � 1; c� i � di � 1 et c� j � dj � 1, d'o�u la

proposition. �

Supposonsmaintenant que Oc est projectivement rationnellement lisse mais pas lisse,

i.e. Oc est rationnellement lisse en Oc0 pour tout c0 � c; c0 6= c0 et Oc n'est pas

rationnellement lisseen Oc0 . Supposonsde plus que cij � c pour tout i ! j 2 Q1.

Par le th�eor�eme4.2.3 la codimension de Oc est �egale�a la somme

X

� 2S op ( c ij )

c ij + op � � c

e(� ; cij )

et celaquelle que soit la 
 �eche i ! j . Nous avons donn�e une formule pour cette somme

dans la proposition pr�ec�edente. D'autre part, le lemme (3.2.1) implique

codim(Oc) = [e(c); e(c)]1 =
�X

s;t=1

csct [e� t ; e� s ]1 =
X

� 2S op (c)

e(� ; c) (4.14)

Nous allons analyser cette sommemaintenant.

Lemme 4.3.8 Soit c 2 N � tel que Oc est projectivement rationnellement lisse mais

pas lisse et tel quecij � c pour tout i ! j 2 Q1. Alors cR(i;j ) = 1 pour tout i ! j 2 Q1.

Preuve. Supposonsle contraire (i.e. il existe i ! j 2 Q1 tel que cR(i;j ) � 2), alors

c� i < di � 1 et c� j < dj � 1, donc par la proposition 4.3.7

codim(Oc) = dh V(cR(h;i;j ) = 0 et h ! i ) + dk V(cR(i;j;k ) = 0 et j ! k)

De plus codim(Oc) 6= 0 car sinon Oc est lisse. Supposonssansperte de g�en�eralit�e que

i < j . Dans le cas h ! i; j ! k, le carquois d'Auslander-Reiten est illustr �e dans la

�gure 4.3. Dans cette situation, nous avons les op�erations �el�ementaires suivantes:

0 ! R(k) n R(i; j; k) ! : : : ! R(i; j ) n R(i; j; k) ! 0
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Figure 4.3 Le sch�ema d'un carquois d'Auslander-Reiten dans le cash ! i ! j ! k

0 ! R(i; j ) n R(h; i; j ) ! : : : ! R(h) n R(h; i; j ) ! 0

o�u la notation 0 ! A ! : : : ! B ! 0 signi�e que pour tout s1 2 A; s2 2 B il existe

une suite exactenon-scind�ee0 ! e� s1 ! V ! e� s2 ! 0. Alors par (4.14),

codim(Oc) � (dk � cR(i;j;k ))(cR(i;j ) � cR(i;j;k )) + (cR(i;j ) � cR(h;i;j ) )(dh � cR(h;i;j ) )

� 2dkV(cR(i;j;k ) = 0) + 2dhV(cR(h;i;j ) = 0)

= 2codim(Oc)

ce qui est impossible.

Dans le cas h ! i ! j  k (respectivement h  i ! j ! k), le même argument

donne codim(Oc) � 2dhV(cR(h;i;j ) = 0) = 2codim(Oc) (respectivement codim(Oc) �

2 dkV(cR(i;j;k ) = 0) = 2codim(Oc)). Alors tous les cas m�enent �a une contradiction.

�

Nous allons maintenant classi�er les vari�et�es de carquois de type A n qui sont projecti-

vement rationnellement lisses.La premi�ere �etape est le lemme suivant.
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Lemme 4.3.9 Si n � 4 alors il n'y a pas de vari�et�e de carquois Oc de type An qui

est projectivement rationnellement lisse mais non-lisse et telle que c ij � c pour tout

i ! j 2 Q1.

Preuve. Supposonsle contraire. Par le lemme 4.3.8, nous avons cR(i;j ) = 1 pour

tout i ! j et alors il y a 4 types de candidat c1; c2; c3; c4 class�es selon leurs valeurs

sur R(1; 2; 3) et sur R(2; 3; 4). �A savoir (c1
R(1;2;3) ; c1

R(2;3;4) ) = (0; 0); (c2
R(1;2;3) ; c2

R(2;3;4) ) =

(1; 0); (c3
R(1;2;3) ; c3

R(2;3;4) ) = (0; 1); (c4
R(1;2;3) ; c4

R(2;3;4) ) = (1; 1): On obtient le tableau sui-

vant:

c cR(1;2;3) cR(2;3;4) c� 2 c� 3 c� 1+ � 2 c� 2+ � 3 c� 1+ � 2+ � 3

c1 0 0 d2 � 2 d3 � 2 1 1 0

c2 1 0 d2 � 1 d3 � 2 0 0 1

c3 0 1 d2 � 2 d3 � 1 1 0 0

c4 1 1 d2 � 1 d3 � 1 0 0 0

Noter que d3 � 2 dans les casc1 et c2 et que d2 � 2 dans les casc1 et c3

Par sym�etrie, nous pouvons supposersansperte de g�en�eralit�e que 1  2 2 Q1. Alors

pour les 3 premi�eres 
 �eches, il y a 4 orientations possibles: Q1 = 1  2  3  

4: : : ; Q2 = 1  2  3 ! 4: : : ; Q3 = 1  2 ! 3 ! 4: : : ; Q4 = 1  2 ! 3  4: : :.

Les carquois d'Auslander-Reiten correspondants sont illustr �esdans les �gures 4.4-4.7.

Dans chaque cas, il y a les op�erations �el�ementaires

0 ! R(j ) n R(i; j ) ! : : : ! R(i ) n R(i; j ) ! 0

pour tout i ! j , donc la codimension de Oc est au moins D
d�ef
= (d1 � 1)(d2 � 1) + (d2 �

1)(d3 � 1)+ (d3 � 1)(d4 � 1). De plus, pour chaquecas,il y a lesop�erations �el�ementaires
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suivantes:

0 ! f � 1 + � 2g ! : : : ! R(2; 3) n R(1; 2; 3) ! 0 si Q1; Q2

0 ! f � 1 + � 2 + � 3g ! : : : ! R(3; 4) n R(1; 2; 3; 4) ! 0 si Q1

0 ! f � 2 + � 3g ! : : : ! R(3; 4) n R(2; 3; 4) ! 0 si Q1

0 ! R(2; 3; 4) ! : : : ! f � 3g ! 0 si Q2

0 ! R(1; 2; 3) ! : : : ! f � 2g ! 0 si Q3; Q4

0 ! R(3; 4) n R(2; 3; 4) ! : : : ! R(2; 3) n R(2; 3; 4) ! 0 si Q3

0 ! f � 3g ! : : : ! R(2; 3; 4) ! 0 si Q4:

Ainsi, la codimension de Oc est au moins D(c; Q)
d�ef
=

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

D + c� 1+ � 2+ � 3 (1 � cR(1;2;3;4)) + c� 1+ � 2 (1 � cR(1;2;3) ) + c� 2+ � 3 (1 � cR(2;3;4) ) si Q1

D + c� 1+ � 2 (1 � cR(1;2;3) ) + c� 3 cR(2;3;4) si Q2

D + c� 2 cR(1;2;3) + (1 � cR(2;3;4) )(1 � cR(2;3;4) ) si Q3

D + c� 2 cR(1;2;3) + c� 3 cR(2;3;4) si Q4

avec D commeci-dessus.

D'autre part, nous pouvons calculer les sommesde la proposition 4.3.7. Nous �ecrivons

S(i; j ) pour la somme
X

� 2S op ( c ij )

c ij + op � � c

e(� ; cij )

pour tout i ! j et � (c) pour codim(Oc). Ainsi nous avons � (c) = S(1; 2) = S(2; 3) =

S(3; 4).

Supposonsd'abord que n � 5. Si 4 =2 Q0
SP alors il y a les op�erations �el�ementaires

suivantes:

0 ! R(3; 4) n R(3; 4; 5) ! : : : ! R(4; 5) n R(3; 4; 5) ! 0

(respectivement 0 ! R(4; 5) n R(3; 4; 5) ! : : : ! R(3; 4) n R(3; 4; 5) ! 0);

et si 4 2 Q0
SP alors il y a les op�erations �el�ementaires suivantes:

0 ! R(3; 4; 5) ! : : : ! f � 4g ! 0
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(respectivement 0 ! f � 4g ! : : : ! R(3; 4; 5) ! 0):

Ainsi

� (c) �

8
><

>:

D(c; Q) + (1 � cR(3;4;5) )2 si 4 =2 Q0
SP

D(c; Q) + c� 4 cR(3;4;5) si 4 2 Q0
SP

:

De plus

S(3; 4) = A(3; 4) + d5V(cR(3;4;5) = 0 et 4 =2 Q0
SP )

+ d5(d4 � 1)V(cR(3;4;5) = 1 et 4 2 Q0
SP );

avec A(3; 4) = (d3 � 1)(d4 � 1) + d2V(cR(2;3;4) = 0 et 3 =2 Q0
SP )

+ d2(d3 � 1)V(cR(2;3;4) = 1 et 3 2 Q0
SP ):

Ainsi, si A(3; 4) = 0 et 4 =2 Q0
SP alors cR(3;4;5) = 0 (car S(3; 4) 6= 0) et si A(3; 4) = 0

et 4 2 Q0
SP alors cR(3;4;5) = 1 et d4 > 1 (car S(3; 4) 6= 0) et c� 4 = d4 � 1 (car

cR(3;4) = cR(4;5) = cR(3;4;5) = 1), d'o�u � (c) > D(c; Q). Donc, si nous pouvons montrer

que � (c) = D(c; Q), n � 5 et A(3; 4) = 0 alors nousavonsune contradiction. Nousnous

servirons de ce r�esultat dans les tableaux 4.1-4.4.

Maintenant, revenons au cas n � 4. Nous pouvons facilement calculer les termes

� (c); S(1; 2); S(2; 3); S(3; 4) et nous obtenons une contradiction dans chacun des cas.

Les r�esultats sont donn�esdans les tableaux 4.1-4.4.

Ceci prouve que pour n � 4 il n'y a pas de c tel que Oc est projectivement rationnelle-

ment lisse , non-lisseet cij � c pour tout i ! j 2 Q1. �

Supposonsmaintenant n = 3. Supposonstoujours sansperte de g�en�eralit�e que 1  2 2

Q1. Alors il y a deux carquoispossiblesQ1 : 1  2  3 et Q2 : 1  2 ! 3. Comme

cR(i;j ) = 1 pour tout i ! j il y n'a que deux candidats c1; c2 class�es selon leurs valeurs

sur R(1; 2; 3), �a savoir c1
R(1;2;3) = 0 et c2

R(1;2;3) = 1. Nous pouvons calculer facilement

les tableaux 4.5 et 4.6. Or � (c) = S(1; 2) = (1; 3) et dans chaque cas, nous obtenons

desconditions:

Pour c1 dans le casQ1, il faut que d3 = (d2 � 1)(d3 � 1) + 1 et d1 = (d1 � 1)(d2 � 1) + 1
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Tableau 4.1 R�esultats de calcul dans le casQ1

Q1 : 1  2  3  4� � �

c � (c) � S(1; 2) S(2; 3) S(3; 4) contradiction

c1
D +2 (d1 � 1)(d2 � 1)+ d3 d2� 2 ) � (c)>S (1;2)

c2
D +1 (d1 � 1)(d2 � 1) � (c)>S (1;2)

c3
D +1 (d1 � 1)(d2 � 1)+ d3 (d2 � 1)(d3 � 1)+ d1

(d3 � 1)(d4 � 1) + d5V(cR (3 ;4;5) =0 et 4 5)

+( d4 � 1)d5V(cR (3 ;4;5) =1 et 4! 5)

d2 � 2 ) � (c)= D +1= S(1;2) et

(d3 � 1)(d4 � 1)=0

) A(3;4)=0 et n� 5

c4
D (d1 � 1)(d2 � 1) (d2 � 1)(d3 � 1) � (c)� S(1;2)+ S(2;3)=2 � (c)

Les donn�eesdans la premi�ere colonnesont les bornes inf�erieuresD(c; Q) pour � (c).

La derni�ere colonnedonne la contradiction du fait que � (c) = S(1; 2) = S(2; 3) = S(3; 4).
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Tableau 4.2 R�esultats de calcul dans le casQ2

Q2 : 1  2  3 ! 4� � �

c � (c)� S(1; 2) S(2; 3) S(3; 4) contradiction

c1
D +1 (d1 � 1)(d2 � 1)+ d3 (d2 � 1)(d3 � 1)+ d1

(d3 � 1)(d4 � 1)+ d5V(cR (3 ;4;5) =0 et 4! 5)

+( d4 � 1)d5V(cR (3 ;4;5) =1 et 4 5)

d2 � 2 ) � (c)= D +1= S(1;2) et

(d3 � 1)(d4 � 1)=0

) A(3;4)=0 et n� 5

c2
D (d1 � 1)(d2 � 1) � (c)>S (1;2)

c3
D + d3 (d1 � 1)(d2 � 1)+ d3

(d2 � 1)(d3 � 1)

+ d1+ d4(d3 � 1)

(d3 � 1)(d4 � 1)+ d2 (d3 � 1)

+ d5V(cR (3 ;4;5) =0 et 4! 5)

+( d4 � 1)d5V(cR (3 ;4;5) =1 et 4 5)

d2 � 2 ) � (c)= D + d3 = S(1;2) et

d3=1 ) A(3;4)=0 et n� 5

c4
D + d3� 1 (d1 � 1)(d2 � 1)

(d2 � 1)(d3 � 1)

(d3 � 1)d4

� (c)= S(2;3)) S(1;2)=0

Les donn�eesdans la premi�ere colonnesont les bornes inf�erieuresD(c; Q) pour � (c).

La derni�ere colonnedonne la contradiction du fait que � (c) = S(1; 2) = S(2; 3) = S(3; 4).



98

Tableau 4.3 R�esultats de calcul dans le casQ3

Q3 : 1  2 ! 3 ! 4� � �

c � (c)� S(1; 2) S(2; 3) S(3; 4) contradiction

c1
D +1 (d1 � 1)(d2 � 1) � (c)>S (1;2)

c2
D + d2

(d1 � 1)(d2 � 1)

+( d2 � 1)d3

� (c)>S (1;2)

c3
D (d1 � 1)(d2 � 1) (d2 � 1)(d3 � 1) � (c)� S(1;2)+ S(2;3)= 2 � (c)

c4
D + d2� 1

(d1 � 1)(d2 � 1)

+( d2 � 1)d3

(d2 � 1)(d3 � 1)

(d2 � 1)d1

(d3 � 1)(d4 � 1) + d5V(cR (3 ;4;5) =0 et 4! 5)

+( d4 � 1)d5V(cR (3 ;4;5) =1 et 4 5)

� (c)= S(1;2) ) � (c)= D + d2 � 1 et

(d3 � 1)(d4 � 1)=0

) A(3;4)=0 et n� 5

Les donn�eesdans la premi�ere colonnesont les bornes inf�erieuresD(c; Q) pour � (c).

La derni�ere colonnedonne la contradiction du fait que � (c) = S(1; 2) = S(2; 3) = S(3; 4).
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Tableau 4.4 R�esultats de calcul dans le casQ4

Q4 : 1  2 ! 3  4� � �

c � (c)� S(1; 2) S(2; 3) S(3; 4) contradiction

c1
D (d1 � 1)(d2 � 1) � (c)= S(1;2) ) d3=1

c2
D + d2� 1

(d1 � 1)(d2 � 1)

+( d2 � 1)d3

(d2 � 1)(d3 � 1)

+( d2 � 1)d1

(d3 � 1)(d4 � 1)+ d5V(cR (3 ;4;5) =0 et 4 5)

+( d4 � 1)d5V(cR (3 ;4;5) =1 et 4! 5)

� (c)= S(1;2) et d3 � 2

) d4=1 et � (c)= D + d2 � 1

) A (3;4)=0 et n� 5

c3
D + d3� 1 (d1 � 1)(d2 � 1)

(d2 � 1)(d3 � 1)

(d3 � 1)d4

� (c)= S(1;2) ) S(2;3)=0

c4
D + d2+ d3� 2

(d1 � 1)(d2 � 1)

+( d2 � 1)d3

(d2 � 1)(d3 � 1)

(d2 � 1)d1 +( d3 � 1)d4

(d3 � 1)(d4 � 1)+ d2 (d3 � 1)

+ d5V(cR (3 ;4;5) =0 et 4 5)

+( d4 � 1)d5V(cR (3 ;4;5) =1 et 4! 5)

� (c)= S(1;2) ) d3=1 et

� (c)= D + d2 + d3 � 2

) A (3;4)=0 et n� 5

Les donn�eesdans la premi�ere colonnesont les bornes inf�erieuresD(c; Q) pour � (c).

La derni�ere colonnedonne la contradiction du fait que � (c) = S(1; 2) = S(2; 3) = S(3; 4).
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Tableau 4.5 R�esultats de calcul dans le casQ1, n = 3

Q1 : 1  2  3

c � (c) S(1; 2) S(2; 3)

c1
(d1 � 1)(d2 � 1)

+( d2 � 1)(d3 � 1)+1

(d1 � 1)(d2 � 1)

+ d3

(d2 � 1)(d3 � 1)

+ d1

c2
(d1 � 1)(d2 � 1)

+( d2 � 1)(d3 � 1)
(d1 � 1)(d2 � 1) (d2 � 1)(d3 � 1)

Tableau 4.6 R�esultats de calcul dans le casQ2, n = 3

Q2 : 1  2 ! 3

c � (c) S(1; 2) S(2; 3)

c1
(d1 � 1)(d2 � 1)

+( d2 � 1)(d3 � 1)
(d1 � 1)(d2 � 1) (d2 � 1)(d3 � 1)

c2
(d1 � 1)(d2 � 1)

+( d2 � 1)d3

(d1 � 1)(d2 � 1)

+( d2 � 1)d3

d1 (d2 � 1)

+( d2 � 1)(d3 � 1)
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et alors ou d2 = 2 ou d1 = d3 = 1. Ainsi nous avons que e(c) est �egal �a

(d1 � 1) e� 1 � e� 1+ � 2 � e� 2+ � 3 � (d3 � 1) e� 3

ou

e� 1+ � 2 � (d2 � 2) e� 2 � e� 2+ � 3 :

Pour c2 dansle casQ1, demêmequepour c1 dansle casQ2, il faut que(d2 � 1)(d3 � 1) =

0 et (d1 � 1)(d2 � 1) = 0 donc � (c) = 0 cequi est impossiblecar la vari�et�e correspondante

Oc = Ed est lisse.

Pour c2 dans le cas Q2 nous avons � (c) = S(1; 2) = S(2; 3) donc dans ce cas, il n'y a

pas de restriction additionnelle et

e(c) = (d1 � 1) e� 1 � (d3 � 1) e� 3 � e� 1+ � 2+ � 3 � (d2 � 1) e� 2 :

Supposonsmaintenant que n = 2. Alors � (c) = c� 1 c� 2 et S(1; 2) = (d1 � 1)(d2 �

1) V(c12 + op � 12 � c). Comme ces deux termes sont �egaux et non-nuls, nous avons

c� 1 = d1 � 1 et c� 2 = d2 � 1, d'o�u c = c12.

Nous avons d�emontr �e le th�eor�eme suivant qui donne desconditions n�ecessairessur c:

Th �eor �eme 4.3.10 Soit Oc une vari�et�e de carquois de type An . Supposonsque Oc est

projectivement rationnellement lisse mais pas lisse et que f ij 6= 0 pour chaquef 2 Oc

et chaquei ! j 2 Q1. Alors 2 � n � 3 et nous avons un des4 cas suivants:

1. Q 2 f 1 ! 2; 1  2g, d1; d2 > 1 et e(c) est �egal �a

(d1 � 1) e� 1 � e� 1+ � 2 � (d2 � 1)e� 2

2. Q 2 f 1 ! 2 ! 3; 1  2  3g et e(c) est �egal �a

(d1 � 1) e� 1 � e� 1+ � 2 � e� 2+ � 3 � (d3 � 1) e� 3

3. Q 2 f 1 ! 2 ! 3; 1  2  3g et e(c) est �egal �a

e� 1+ � 2 � (d2 � 2) e� 2 � e� 2+ � 3
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4. Q 2 f 1 ! 2  3; 1  2 ! 3g, d2 > 1 et e(c) est �egal �a

e(c) = (d1 � 1) e� 1 � (d3 � 1) e� 3 � e� 1+ � 2+ � 3 � (d2 � 1) e� 2 :

Nous montrons maintenant que cesconditions n�ecessairessont aussisu�san tes, i.e. les

quatre types de vari�et�es du th�eor�eme pr�ec�edent sont projectivement rationnellement

lissesmais pas lisses. Dans le cas 1, n = 2 et le corollaire 4.2.7 implique que O c n'est

pas lisse parce que c12 6= 0 et Oc 6= Ed . Comme il n'y a pas de c0 2 N � tel que

c0 � c0 � c, Oc est projectivement rationnellement lisse.

Dans les trois autres cas, n = 3 et l'ensemble f c0 j c0 � cg est f c0; c12; c23; cg et

c0 � c12 � c, c0 � c23 � c et c12; c23 ne sont pas comparables. Dans chaque cas, le

corollaire 4.2.7 implique que Oc n'est pas lisse et il ne reste qu'�a montrer que Oc est

rationnellement lisse en Oc12 et en Oc23 . Par sym�etrie, il su�t de montrer ce r�esultat

en Oc12 . Nous utilisons la formule du th�eor�eme 3.2.2 pour calculer 
 c
c12 . Dans le cas

2, supposonssansperte de g�en�eralit�e que Q = 1  2  3. Alors i = (1; 2; 1; 3; 2; 1),

c = (d1 � 1; 1; 0; 0; 1; d3 � 1), c12 = (d1 � 1; 1; 1; 0; 0; d3) et


 c
c12 = (ud1 � 1 � 1)� 1 
 (d1 � 2;1;0;0;1;d3 � 1)

(d1 � 2;1;1;0;0;d3 ) (ud1 � 1 � 1)

= 
 (0;1;0;0;1;d3 � 1)
(0;1;1;0;0;d3 )

= (u � 1)� 1 
 (0;0;0;0;1;d3 � 1)
(0;0;1;0;0;d3 ) (u � 1)

= � (u � 1)� 1 
 (0;0;0;0;0;d3 � 1)
(0;0;0;0;0;d3 � 1) (ud3 � 1)(u � 1)

= � ud3 + 1:

Donc ! c
c12 = vd(c12 )� d(c) 
 c

c12 = � vd3 + v� d3 et

� c
c12 = � c

c12 + ! c
c12 = v� d3 = vd(c12 )� d(c) ;

d'o�u Oc est rationnellement lisseen Oc12 .

Dans le cas 3, supposonssans perte de g�en�eralit�e que Q = 1  2  3. Alors i =

(1; 2; 1; 3; 2; 1), c = (0; 1; d2 � 2; 0; 1; 0), c12 = (0; 1; d2 � 1; 0; 0; 1) et


 c
c12 = 
 (0;0;d2 � 2;0;1;0)

(0;0;d2 � 1;0;0;1)
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= (ud2 � 2 � 1)� 1 
 (0;0;d2 � 3;0;1;0)
(0;0;d2 � 2;0;0;1) (ud2 � 1 � 1)

=
(ud2 � 1 � 1)

(u � 1)

 (0;0;0;0;1;0)

(0;0;1;0;0;1)

=
(ud2 � 1 � 1)

(u � 1)
� (u � 1)2

(u � 1)

= ud2 � 1 + 1

Donc ! c
c12 = vd(c12 )� d(c) 
 c

c12 = � vd2 � 1 + v� d2+1 et

� c
c12 = � c

c12 + ! c
c12 = v� d2+1 = vd(c12 )� d(c) ;

d'o�u Oc est rationnellement lisseen Oc12 .

Dans le cas4, si Q = 1 ! 2  3 alors i = (2; 1; 3; 2; 1; 3), c = (d2� 1; 0; 0; 1; d3 � 1; d1� 1),

c12 = (d2 � 1; 1; 0; 0; d3; d1 � 1) et


 c
c12 = 
 (0;0;0;1;d3 � 1;d1 � 1)

(0;1;0;0;d3 ;d1 � 1)

= (u � 1)� 1
 (0;0;0;0;d3 � 1;d1 � 1)
(0;0;0;0;d3 � 1;d1 � 1) (� (u � 1)(ud3 � 1))

= � ud3 + 1:

Si Q = 1  2 ! 3 alors i = (1; 3; 2; 1; 3; 2), c = (d1 � 1; d3 � 1; 1; 0; 0; d2 � 1), c12 =

(d1 � 1; d3; 0; 1; 0; d2 � 1) et


 c
c12 = 
 (0;d3 � 1;1;0;0;d2 � 1)

(0;d3 ;0;1;0;d2 � 1)

=
ud3 � 1
u � 1


 (0;0;1;0;0;d2 � 1)
(0;1;0;1;0;d2 � 1)

= �
ud3 � 1
u � 1

(u � 1)2

u � 1

= � ud3 + 1:

Donc ! c
c12 = vd(c12 )� d(c) 
 c

c12 = � vd3 + v� d3 et

� c
c12 = � c

c12 + ! c
c12 = v� d3 = vd(c12 )� d(c) ;

d'o�u Oc est rationnellement lisseen Oc12 .

Ce qui termine la preuve de la lissit�e rationnelle projective desquatre typesde vari�et�es

du th�eor�eme4.3.10.

Consid�eronsmaintenant le casg�en�eral.
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Th �eor �eme 4.3.11 Soit Oc une vari�et�e de carquois de type An qui est projectivement

rationnellement lisse mais pas lisse. Alors Oc est un produit desvari�et�esde type A2; A3

du th�eor�eme pr�ec�edent et desvari�et�es lisses.

Preuve. Soit c de i-homog�en�eit�e d et f 2 Oc. Donc Oc = Gd � f . Nous proc�edons

par r�ecurrencesur le nombre de 
 �eches i ! j 2 Q1 tel que f ij = 0. Si f ij 6= 0 pour

tout i ! j 2 Q1, alors le th�eor�eme est vrai par le th�eor�eme pr�ec�edent. Sinon, soit

i ! j 2 Q tel que f ij = 0 et supposonssans perte de g�en�eralit�e que i < j . Soit

Q1 = Q[1; i ], Q2 = Q[j; n] et d�e�nissons f l 2 Ed par f l
hk = f hk si h ! k 2 Q1

l et

f l
hk = 0 sinon (l = 1; 2). Soit cl 2 N � tel que cl

t = ct si Supp(� t ) � Ql et cl
t = 0 sinon

(l = 1; 2). Noter que c = c1 + c2 et que Ocl
�= Gd � f l (l = 1; 2) (c1 est de i-homog�en�eit�e

d1 = (d1; d2; : : : ; di ; 0; : : : ; 0) et c2 est de i-homog�en�eit�e d2 = (0; : : : ; 0; dj ; dj +1 ; : : : ; dn )).

Comme nous avons vu dans la preuve du th�eor�eme 4.2.6, l'orbite Oc est le produit

Oc = Oc1 � Oc2 et la vari�et�e de carquoisOc est le produit de deux vari�et�esde carquois

Oc = Oc1 � Oc2 :

Comme nous avons suppos�e que Oc n'�etait pas lisse, il faut que Oc1 ou Oc2 ne soit

pas lisse. Nous allons montrer que si Oc est projectivement rationnellement lisse alors

Oc1 et Oc2 sont projectivement rationnellement lisses. Par r�ecurrence,ceci terminera

la preuve du th�eor�eme. Nous avons besoindu lemme suivant:

Lemme 4.3.12 Soit Q un carquois de type An , i ! j 2 Q1, i < j et soit Q1 =

Q[1; i ]; Q2 = Q[j; n]. Soit c 2 N � tel que c = c1 + c2 avec cl
t = ct si Supp(� t ) � Ql et

cl
t = 0 sinon (l = 1; 2). Alors

1. E c
i = E c2

i E c1

i :

2. Chaquea � c s'�ecrit de fa�con unique comme a = a1 + a2 avec a1 � c1; a2 � c2.

3. ! c
a = ! c1

a1 ! c2

a2 pour chaquea � c.

4. � c
a = � c1

a1 � c2

a2 pour chaquea � c.
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Preuve du lemme. 1. Si c1
t 6= 0 et c2

s 6= 0 alors ou bien [e� t ; e� s ] = [e� s ; e� t ] =

[e� t ; e� s ]1 = [e� s ; e� t ]1 = 0 et E � ; ;s

i E� ; ;t

i = E� ; ;t

i E� ; ;s

i par la proposition 2.2.3,

ou bien i 2 Supp(� t ), j 2 Supp(� s), [e� t ; e� s ]1 = 1 (car i ! j ) et alors s < t.

Ainsi

E c2

i E c1

i = E
c2

1 � ; ;1

i E
c2

2 � ; ;2

i : : : E c2
� � ; ;�

i E
c1

1 � ; ;1

i E
c1

2 � ; ;2

i : : : E c1
� � ; ;�

i

= E c1 � ; ;1

i E c2 � ; ;2

i : : : E c� � ; ;�

i

= E c
i ;

ce qui prouve 1.

2. Soit a = (a1; a2; : : : ; a� ) � c. Pour chaque f 2 Oa, nous avons f 2 Oc, donc f ij = 0.

Alors aR(i;j ) = 0 et a = a1 + a2 avec al � cl , al
t = at si Supp(� t ) � Ql et al

t = 0 sinon

(l = 1; 2); ceci montre 2.

3. En utilisant la proposition 1.3.1 et la partie 1., nous avons

X

a� c

! c
a E a

i = E c
i = E c2

i E c1

i

=
X

a2 � c2

a1 � c1

! c2

a2 ! c1

a1 E a2

i E a1

i

et E a2

i E a1

i = E a
i par 1. Donc

X

a� c

! c
a E a

i =
X

a2 � c2

a1 � c1

! c2

a2 ! c1

a1 E a
i

et ainsi ! c
a = ! c2

a2 ! c1

a1 , ce qui montre 3.

4. Soit a � c et a = a1 + a2 avec a1 � c1, a2 � c2. Nous proc�edonspar r�ecurrence

sur jf b j a � b � cgj. Si ce nombre est 1 alors a = c, a1 = c1, a2 = c2 et l' �enonc�e �a

prouver est 1 = 1. Supposonsque jf b j a � b � cgj > 1. Par le th�eor�eme1.3.2

� cl

al =
X

b l :al � b l � cl

! b l

al � cl

b l (l = 1; 2);
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avec � cl

b l 2 v� 1Z[v� 1]. Noter que pour b = b1 + b2, nous avons a � b � c et ! b1

a1 ! b2

a2 =

! b
a par 3. Alors

� c1

a1 � c2

a2 =
X

b 1 :a1� b 1 � c1

b 2 :a2� b 2 � c2

! b
a � c1

b1 � c2

b2

et par r�ecurrence

� c1

a1 � c2

a2 = � c1

a1 � c2

a2 +
X

b:a� b � c

! b
a � c

b :

Donc � c
a et � c1

a1 � c2

a2 satisfont la même�equation et il est montr �e dans(Lusztig, 1990a,sect.

9.12) que cette �equation d�etermine � c
a compl�etement. Ainsi � c

a = � c1

a1 � c2

a2 et le lemme est

d�emontr �e.

Maintenant, nous montrons que dans la situation du th�eor�eme Oc1 et Oc2 sont pro-

jectivement rationnellement lisses. Supposonssans perte de g�en�eralit�e que i < j et

soit Q1 = Q[1; i ], Q2 = Q[j; n]. Oc est projectivement rationnellement lisse, i.e.

� c
a = vd(a)� d(c) pour c0 6= a � c. Fixons un tel a et soient a1 � c1, a2 � c2 tels

que a = a1 + a2. Il su�t de montrer que � cl

al = vd(al )� d(cl ) (l = 1; 2) si d(al ) 6= 0. Or

par le lemme, � c1

a1 � c2

a2 = � c
a = vd(a)� d(c) . De plus par le th�eor�eme1.3.2.4,

� cl

al =
X

k

dim(H 2k
f ) v2k vd(al )� d(cl ) (l = 1; 2)

Donc � cl

al = vx(l ) avec x(l) � d(al ) � d(cl ) (l = 1; 2) et x(1) + x(2) = d(a) � d(c). Alors

il su�t de montrer que

d(a) � d(c) = d(a1) + d(a2) � d(c1) � d(c2)

mais ceci est vrai parce que l'orbite Oc est le produit desorbites Oc1 et Oc2 et l'orbite

Oa est le produit desorbites Oa1 et Oa2 . �



CONCLUSION

Nous avons �etudi�e dans ce travail les vari�et�es de carquois de type A et leurs singu-

larit �es. Ces vari�et�es forment une classetr �es riche de vari�et�es alg�ebriques a�nes et

ellessont reli�ees�a l'alg�ebre enveloppante quantique et aux repr�esentations du carquois.

Les alg�ebresenveloppantes quantiques sont en soi un sujet fort int�eressant. Elles sont

des exemplesimportants d'alg�ebres non-commutativ es. De plus, elles ont des appli-

cations dans plusieurs branches des sciences,notamment en physique th�eorique, dans

la th�eorie des noeuds et des repr�esentations des alg�ebres. Comprendre la cohomologie

d'in tersection locale desvari�et�es de carquois peut être un pas vers l'explicitation de la

basecanoniquede l'alg�ebre enveloppante quantique, ce qui serait consid�erable.

Le but de notre recherche �etait de donner descrit �erespour qu'une vari�et�e de carquois

de type A soit rationnellement lisse, c'est-�a-dire sa cohomologied'in tersection soit la

plus simple. Pour y arriver, il fallait d'abord �etudier les polynômes 
 a
c . Nous avons

r�eussi�a donner une formule r�ecursive pour cespolynômesen intro duisant lesr -partages,

qui servent �a d�ecrire la combinatoire de la multiplication par un vecteur de racine dans

l'alg�ebre enveloppante quantique, voir th�eor�eme 3.1.1. Ce th�eor�eme est le r�esultat cl�e

de notre travail. Nous en avons d�eduit la formule r�ecursive pour les 
 a
c (th �eor�eme

3.2.2) dont nousnoussommesservisa�n de calculer la cohomologied'in tersection locale

desvari�et�esde carquois,pour en�n classi�er compl�etement les vari�et�es rationnellement

lisseset les vari�et�es projectivement rationnellement lisses. De plus, nous avons montr �e

le r�esultat int�eressant qu'une vari�et�e de carquois de type A est lisse si et seulement si

elle est rationnellement lisse.

Notre travail ouvre plusieurs pistes de recherche �a venir:

� Utiliser la formule de la multiplication par un vecteur de racine (th �eor�eme 3.1.1)
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pour mieux comprendre la multiplication dans l'alg�ebre enveloppante quantique

ainsi que dans l'alg�ebre de Hall.

� Se servir de la formule r�ecursive pour les 
 a
c (th �eor�eme 3.2.2) pour donner des

crit �erespour qu'une vari�et�e de carquoisde type A soit localement rationnellement

lisse.

� G�en�eraliser les arguments de la th�esepour obtenir desr�esultats dans les casD et

E. Plus pr�ecis�ement

- trouver une formule explicite pour la multiplication dans l'alg�ebre de Hall et

la transporter dans l'alg�ebre enveloppante quantique.

- seservir de cette formule pour obtenir une formule r�ecursive pour les 
 a
c .

- donner une description combinatoire desop�erations �el�ementaires dans le cas

E (cas A; D voir (Brown, 1998)).

- Donner une description de l'e�et des op�erations �el�ementaires sur les 
 a
c et

d�eterminer des conditions n�ecessaireset su�san tes pour qu'une vari�et�e de

carquois de type D ou E est rationnellement lisse.

- Donner des conditions n�ecessaireset su�san tes pour la lissit�e rationnelle

locale des vari�et�es de carquois dans les casD et E et en particulier pour la

lissit�e rationnelle projective de cesvari�et�es.
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